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I.n diesen „analytisch - geometrischen Entwickhmgen ," von denen der erste 
Band vorliegt, gedenk' ich eine neue Behandlungsweisc der analytischen Geo- 
' inetrie niederzulegen. Ich nenne dieselben neu , ohngeachtct die Principien, 
auf welche sie bferuht, in einzelnen Fällen schon zur Beweisführung mögen 
angewandt worden seyn. Aber solche Beweise stehen nicht in generischem 
Zusammenhange mit dem Ganzen, und erscheinen deshalb als analytische Kunst- 
griffe, während sie im Grunde doch anders nichts sind, als Einzelnheiten einer 
allgemeinen Methode. 

Die von inip aufgestellte und durchgeführte BehandUingsweise ist eine rein 
analytische, in demjenigen Sinne des AVortes, in welchem man dasselbe seit 
Monge nimmt. In jeder Gleichung- zwischen Coordinatcn seh' ich einen geo- 
metrischen Ort, in dem Systeme zweier solclien Gleichungen die Durchschnitte 
zweier Oerter, und endlich und hauptsächlich in jeder dritten Gleichung, die 
eine algebraische Folge zweier gegebenen ist, einen neuen geometrischen Ort, 
der die Durchschnitte der, durch die beiden gegebenen Gleichungen dargestell- 
ten, Oerter enthält, und dessen Natur von der Form der resulürenden Glei- 
chung abhängt. Fast überall genügt es , die Verbindung durch einen unbe- 
stimmten Coefiicienten blofs anzudeuten; ja sogar, wenn man die Form der 
Gleichungen einmal kennt, auch diese durch ein blofses Symbol zu bezeich- 

{*) 
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IV Vorrede. 

nen. Hiernach erhält man z. B. (III, §. 10) durch die Combination von ein 
paar Buchstaben die wichtigsten und allgemeinsten Sätze über Linien zweiter 
Ordnung, und zwar viele neue Sätze neben solchen, deren BeweU man fiir 
nicht leicht zu halten gewohnt ist. 

Es begreift sich leicht, dafs wir sicher sind, auf diesem Wege die ein- 
fachsten und zierlichsten Constriictionen zu erhalten. Man braucht nur zu er- 
wägen, dafs wir die gegebenen Figuren, und zwar zunächst die, sie vertre- 
tenden, Symbole, nie aus dem Auge verlieren, und, bei der Einfachheit der 
Verbindung, in jeder Gleichung bis zur Endgleichung hin, die Beziehung zu 
den gegebenen Gleichungen wiedererkennen — während, von der einen Seite, 
in der alten Geometrie, wie sie z. ß. Apoll onins handhabt, das Haupt- 
thema in den Schatten von Umschreibungen zurücktritt , eben so wie die 
Haiiptconstructionen von Hülfslinien maskirt werden, und, von der andern 
Seite, die blofse Anwendung der Algebra auf Geometrie in Eliminationen sich 
verliert. 

Die Eleganz der rein analytischen Constructionen (namentlich der A'on 
Herrn Gergonne in dem 7. imd 8. Bande seiner Annalen gegebenen) ist nie 
in Abrede gestellt worden ; wohl aber die Fruchtbarkeit derselben in Ver- 
gleich mit gemischten Methoden und einer rein constructivcn , als deren Re- 
präsentant, in einer gewissen Sphäre von Entwicklungen, ich Herrn Ponce- 
let nennen darf, lieber diesen Punct kann ich nicht ganz mit Stillschweigen 
hinweggehen, weil ich allerdings die Fruchtbarkeit einer Methode als ein, ge- 
Wissermafsen practisches , Criterium ilu-er VorzüglicliJieit betrachte. Jene rein 
constructive Methode sucht die Raumverhältnisse und die Beziehung der Fi- 
guren zu einander unter verschiedenen Gesichtspuncten in Verbindung zu brin- 
gen; sie geht abwechselnd vom Besondern zum Allgemeinen und vom Allge- 
meinen zum Besondern. Eben hier liegt die Haiiptqueile ilu-er Fruchtbarkeit, 
aus der eine Reihe einzelner (zum Theil auch den gemischten Methoden au- 
gehörigen) Tlicorien hervorgegangen ist , wie z. B. die Theorie der Pole , der 
Chordalen (ases radtcmix), der Transversalen, das Projections - Verfahren, die 
Anwendung der Lehre vom Scliwerpuncte auf die Geometi-ie. Aber densel- 
ben unschätzbaren Vortheil, der aus dem Bestreben hervorgeht, die Resultate 
unter allgemeinen Gesichtspuncten zusammenzustellen, kann auch die analyti- 
sche Geometrie sich aneignen, wenn sie aus ihrem Bereiche jede überflüssige 
Entwicklung und jede Vermischung von Construction und Rechnung verbannt. 
Alsdann eröffnet sich in ihr ein neues Feld der Forschung, in welchem man 
sich viel leichter bewegen kann, weil hier Alles auf eine Combinat?on blofser 
Symbole ankommt. Zugleich ergibt sich lüer ein wesentlicher, sehr bedeuten- 
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A^ r r e d e. v 

der, Vorzug: der Gebrauch imaginärer Gröfsen. Denn sehr häufig stehen die 
Resultate der Geometrie in einer solchen Verbindung, die, in der analytiscJien 
Bezeichnung, durch imaginäre Ausdrücke vermittelt wird: und diese Art der 
Verbindung kann in der constnictiven SIethode nur auf Umwegen erkannt 
werden. Ich wage liier nicht zu entscheiden , ob dieses überall geschehen 
kann; aber so vielscbeint ge%vifs, dafs dadurch nothwendig ein iVeindartiges 
Element in diese Axt der Behandlung Mneinkoinmt. 

Die Beziehung der Po »ccletschen Methode zu der meinigen hat midi 
mehrmals überrascht, und y.war um so mehr, als die Art der Beweisführung 
eine so ganz verschiedene ist. Auf einem ungemein leichten Wege gelange 
ich 7.. B. zu denjenigen Besultaten, die Herr Poncelet in Gergonne's An- 
nalcn mltgetheilt hat, und, noch mehr, einige dieser Resultate gaben mir 
Winke zur Ausbihhmg meiner Methode im Einzelnen. So war die, in der 
354. Nummer angeführte , Aulgabe die mimittelbare Veranlassung zu der (III, 
|. S.) aufgestellten Theorie der Osculation , die, wie mir scheint, erst zu den 
zierlichsteil Darstellungen führt, wenn man sie auf beliebige krumme Flächen 
und Linien doppelter Krümmung überträgt. Noch auffallender inufste mir die 
Beziehung der beiden Methoden zu einander werden, als ich mehrere neue, 
unter sich sehr verschiedene Resultate, zu denen ich auf meinem Wege ge- 
kommen war , später in dem ersten und zweiten Hefte des , von Herrn 
CreUe herausgegebenen, Journals für Mathematik wiederfand Ich meine 
nemlich die hauptsächlichsten Sätze, deren blofse Aussage Herr Steiner, der 
in die Fufsstapfcn des Herrn Poncelet zu treten scheint, an dem eben an- 
geführten Orte gibt. Um nur das anzuführen, was sich auf den Inhalt des 
vorliegenden Bandes meiner Entwicklungen bezieht, nenne ich erstens die 
Aufgaben der 217. und 218. Nummer, die Herr Steiner, als Erweiterungen 
des Problems der Tactioucn, blofs anführt, mit der Bemerkung, dafs er zur 
Construction derselben gekommen scy; und zweitens die Construction der 
gemeinschaftlichen Tangenten zweier gegebenen Linien zweiter Ordnung. Die 
Sätze *), aus denen Herr Steiner diese Construction herleitet, sind ohne Be- 
weis mitgethcilt (der Beweis ergibt sich auf analytischem Wege immittelbar}, 
und hier ist es, rücksichtlich der Methode, nicht ohne Interesse zu vergleichen, 
wie er durch Zusammenstellung von Flächen zweiter Ordnung, die sich in 
ebenen Curven schneiden, auf einem Umwege zu demjenigen Systeme zweier 
geraden Linien hingeführt wird, das ich „Chordal-System zweier Linien zwei- 
ter Ordnung" genannt habe. 



•) Grell e's Journal !, p. 4fl. 
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VI Vorrede. 

Obgleich durch meine Entwicklungen sich eine einzige Methode hindurdi- 
zieht, so erscheint dieselbe doch unter verschiedenen Nuancen. Um diese nä- 
her zu bezeichnen, verweise ich beispielsweise auf die verschiedenen Bev^-eis- 
arten, die ich von dem Satze gegeben habe , „dafs die Durchschnitte der ge- 
„genüberl legenden Seiten eines, in eine Linie zweiter Ordnung beschriebenen, 
„Sechsecks sich in solchen drei Puncten schneiden , die in gerader Linie lie- 
„gcn." Der erste Beweis ('292) liegt in der blofsen Neben einander Stellung 
zweier Coeflicienten derjenigen Gleichung , die man erhält , indem man die 
allgemeine Gleichung der I^inicn zweiter Ordnung mit einem unbestimmten 
Coeflicienten multiplicirt, imd alsdann zu der allgemeinen Gleichung eines Sy- 
stejns zweier geraden Linien addirt. Man gelangt auf diese Weise zu einem 
allgemeinern Satze über die Verbindimg von geraden Linien inid einer Linie 
zweiter Ordnung. Der eben angeführte Satz erscheint ferner als ein sehr spe- 
cieller Fall eines allgemeinen Satzes über die Zusaninienstellung dreier, durch 
dieselben beiden Puncte gehenden, Linien /Aveiter Ordnung, und den Reweis 
dieses allgemeinen Satzes erhalten wir einmal (362) durch Abziehen der Glei- 
chungen zweier Linien zweiter Ordnimg von einander, wenn wir die geome- 
trische Bedeutung der Coeflicienten derselben (jerücksichtigen nnd die Coordi- 
naten-Äxen gehörig bestimmen; das andere Mal (383) durch die Verbindung 
blofser Symbole vermittelst unbestimmter Coeflicienten. Der vierte Beweis 
(3S4) ist ein indirectcr, der sich an ein, zum Behuf einer andern Beweisfüh- 
rung aufgestelltes, Schema anknüpft. Zugleich kommen wir auf diesem Wege 
zu einer geometrischen Bedeutung derjenigen geraden Linie, weiche die drei, 
' in Rede stehenden, Durchschnitte enthält. Diese Art indirecter Beweise scheint 
eine besondere Würdigung zu verdienen. Der fünfte Beweis des obigen Satzes 
endlich, den ich beiläufig (392 Note) angezogen habe, geht zu Gleichungen des 
dritten Grades, die blofs durch Symbole bezeichnet werden, ziuiick , und ist 
als der unmittelbarste Beweis anzusehen. 

Der vorliegende erste Band meiner Arbeit bildet gewissermafsen ein Gan- 
zes iur sich. Jedoch konnten Resultate, die der Geometrie der Ebene ange- 
hören, namentlich Sätze und Constructionen, die sich auf Linien zfl'eiter Ord- 
nung beziehen, hier noch keine Stelle finden. Durch diesen ersten Band, und 
" besonders durch den letzten Abschnitt desselben , sind neue Entwicklungen 
fast unmittelbar gegeben, wenn wir, statt zwei Coordinaten- Axen, deren 
fortan drei nehmen. Hier erscheint die Leichtigkeit der Behandlungsweise 
um so gröfser, als, bei der Auffassung der Constructionen im Baume, die Ein- 
bildungskraft in hÖherm Maafse in Anspruch genommen wird. 

Die nächste Veranlassung zu den „analytisch- geometrischen Entwicktun- 
gen" waren meine Vorlesungen über die höheren Zweige der Mathematik an 
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der hiesigen Universität, und ebenso gedenk' ich dieselben, in Verbindung 
mit meinen Vorlesungen, zunächst auf Flächen zweiter Ordnung, und dann 
Ins auf die all^^emeinstcn geometrischen Untersuchungen, mit Benutzung der- 
jenigen Vorriieüe, welche hier die sogenannte höhere Rechnung gewährt, fort- 
zufuliren. 

Ich bemerke noch schliefsUch, dafs von den beiden ersten, einleitenden, 
Abschnitten des ersten Bandes, bereits vor einiger Zeit schon, mehrere Exem- 
plare abgesondert worden sind. 

Bonn, im September 1827. 
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Erster Abschnitt. 



Zur Theorie der geraden Linie. 



1. 'V enn In einer Eliene zwei feste , sich schneidende , gerade Linien OX nnd OY, Fig. I. 
die wir, so wie die Ebene selbst, uns als unbcgränzt denken, der Lage nach gegeben 

sind: so können wir den Ort jedes Pimctea der Ebene durch die Abstände desselben von 
diesen beiden geraden Linien so bestimmen, dafs er mit keinem andern Pitncte verwech- 
selt werden kann. In den nächsten Entwicklungen, die wir als Vorbereitung für die spä- 
tem Abschnitte betrachten, nehmen wir diese Abstände, wie gewöhnlich geschieht, anf 
geraden Linien, die den der Lage nach bekannten parallel sind, und nennen sie Coordi- 
naten. Die Coordinaten des Punctes IVI sind also MQ und MP, Statt dieser Linien kön- 
nen wir die ihnen gleichen OP und OQ nehmen, und auch diese Coordinaten nennen. 
Die beiden festen geraden Linien heICscn Coordinaten-Axen, oder auch blofs, wo kerne 
Verwechslung Statt finden kann, Axen; der Pnnct, in welchem beide sich schneiden, 
hcifst Anfangs-Pnnct der Coordinaten; wir bezeichnen ihn überall durch O, so wie 
die Axen dnrcli OXnndOY, Die Coordinaten, welche in die eine dieser Axen fallen, lieJs- 
sen Abscisscn; die, welche in die andere Ase fallen. Ordinalen, Jene bezeichnen 
wir durchgehfinds mit x, diese mit y; und nennen die eine Axe auch Axe der x oder 
erste Axe, die andere Axe der y oder zweite Axe. In Beziehung auf verschiedene 
Pancte sind s und y als veränderliche Gröfsen zu betrachten. 

2. W^cnn wir irgend zwei sich schneidende gerade Linien als Coordinaten- Axen neh- 
men, und ivir wollen Puncte bezeichnen, die nicht in demselben der an ihrem Durch- 
schnitte entstehenden vier Winkel sich befinden, so treten verschiedene Vorzeichen der 
veränderlichen Gröfsen ein. Es ist hier kelnesweges meine Absicht, in ein ausführliches De- 
tail übet die Theorie der entgegengesetzten Zeichen einzugehen; ich bekenne mich aber 
entschieden für die Ansicht, welche Herr von Münchow vor Kiirzecn auf eine cigenthiim- 
Jiche Art aufgestellt, und für den Fall der beiden Trigonometrien durcb geführt hat, *) 
Da nemhch die verschiedenen Vorzeichen ihrer Natur nach sich nur auf die An beziehen. 



*) Grundieliren der ebenen und spliärisciLcn Trigonooietrie von K. D, ^ 
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2 Ziii- Theorie 

wie wir Gröfscn, wnil namentlich in der analytischen Geometrie Linien - Längen bezeich- 
nen, so müssen wir natürlich die Reell tf er tigiing; ihrer Einführung; in chen dieser Bezeich- 
nungs-Art suchen. Verschiedene Zeichen treten da ein, wo eine einzige 
Formel mehrere besondere Fälle umfassen S'-ll. Dafs eine entgegengesetzte 
Lage der bezeichneten Linien (wobl zu verstehen zunächst nur in den Formeln, die wir 
für nnsere Rechnung aufbauen) den entgegengesetzten Zeichen entspricht, ist eine Folge 
hiervon, kann und darf aber nicht als Axiom angesehen werden. 
Fig. 1. 3. Wenn wir z. B. den Absland der Fufspuncte der Abscissen MQ, M'Q' zweier 

Punctc MnndM' auf der zweiten Axe, oder die Entfernung der Pnncte selbst, wenn die- 
selben auf dieser Akg liegen, durch ä bezeichnen; so haben wir in dem Falle, dafs die 
beiden Pnncte auf derselben Seite der ersten Axe liegen; 

, J = b — y, (0 

im andern Falle aber: 

,r ^ b ^- y, w 

wenn wir die Abstände der beiden Pnncte von der ersten Axe, (Abstände, die auf gera- 
den Linien, die der zweiten Axe parallel sind, genommen werden) durch h und y aus- 
di-ücken. Den einen Punct mögen wir als fest, den andern als beweglich, mithin dessen 
Ordinale y als eine veränderliche Gröfse betrachten. 

Wenn wir nun den auf die angezeigte ^Veise genommenen Abstand je zweier Pnncte, 
die in Beziehung auf die erste Axe irgend eine beliebige Lage hallen, algebraisch auf die- 
selbe Weise ansdrücten, also die beiden Gleichimgen (l) und (2) in eine einzige Glel- 
chimg, für welche wie die erste derselben nehmen mögen, zusammenfassen wollen, so 
müssen wir die zweite folgender Gestalt schreiben; 

ä = h -(-y), 
d. h. wir müssen dem y ein — Zeichen als Inhärlrcnd, y als negative Gröfse, betrachten. 
Das Zeichen der Ordinalen ändert sich also, wenn wir von Puncten auf einer Seite der 
ersten Axe zu Puncten auf der andern Seile derselben übergehen. Es ist hierbei durch- 
aus gleichgültig, wo wir die positiven Ordinalen nehmen, wie es gleichgültig ist, ob wir 
die beiden Gleichungen (1) und (9) in die erste derselben, oder in die zweite zusammenziehen. 
Auf ähnliche W^eise verhalt es sich mit den Zeichen der Abscissen; ftlr Puncte, die 
auf verschiedenen Seiten der zweiten Axe liegen, müssen wir dieselben mit entgegengesetz- 
ten Zeichen einführen. 

Die Zeichen der Ordinalen wie der Abscissen ändern sich, indem sie durch Nnllgehen. 
Die "Bestimmung der positiven Seite der x ist beliebig, wie die Bestimmung der po- 
sitiven y; und beide Bestimmungen sind auch von einander unabhängig. 

If. W^enn wir nun ferner mehrere Gleichungen, die sich auf verschiedene Fälle be- 
ziehen, auf die angezeigte Weise in eine einzige Gleichung zusammengezogen haben, so 
hönneu wir diese Gleicbimg mit andern Gleichungen verbinden; und wenn wir alsdann 
im Resultate der Rechnung die verschiedenen Zeichen der bezüglichen Gröfsen re- 
stituiren, so kommt diefs auf Einerlei damit hinaus, als wenn wir für jede der Gleichun- 
gen, welche auf die besondern Fälle sich beziehen, besonders die jedesmalige Ilech- 
nung angelegt hätten. 

Hierbei ist nur die Bemerlcung zn machen, dafs wir, wenn wir Gleichungen zum Be- 
huf einer einzelnen Auflösung einer geometrischen Aufgabe anlegen, gewöhnlich gezwun- 
gen sind, mehrere Fälle zusammenzufassen. 

Wir wollen hier nicht länger bei der Theorie der entgegengesetzten Gröfscn verweilen 
und verweisen auf die oben angezogene Schrift. In dem Folgenden werden wir jedesmal, 
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wo wir verschiedenen Vorzeichen liegegaeii, Recbcnschaft därülier geben, woher sie 
kommen und was sie anzeigen. 

5. Wenn wir durch y' und x' coiistanle, positive oder negative, ^Ycrlhe bezeichnen, 
so ist, durch die Gleichungen: 

ein bestimmter Punct gegeben, und diese Gleichungen heifMen daher die Gleichungen 
des Punctes. Die erste Glcichimg: 

y = y' 

enthalt die Bestimmung, dafs jener Pimct auf einer geraden Linie liegt, welche der erste» 
Ase parallel ist, und von der zweiten Axe ein Stück, das gleich ist y', abschneidet. Weil 
aber jedem Poncte dieser Geraden obige Gleichung zukommt, so ist 

y = y' 

die Gleichung einer der Abscissen- Axe parallelen geraden Linie; und wenn 
wir y gehörig bestimmen, so erhalten wir die Gleichung jeder beliebigen parallelen Gera- 
den. Auf ähnliche Weise ist: 

die Gleichung einer der Ordinaten-Axe parallelen geraden Linie, welche 
von der ersten Axe ein Stück, das gleich ist x', abschneidet. Indem wir die beiden Glei- 
chungen verbinden, haben wir die Gleichungen des Punctes, der zugleich auf jenen 
beiden geraden Linien, d. h. im Durchschnitte derselben, liegt. 
Die Gleichungen des Anfangs-Punctes der Coordinalen sind: 

y = 0' . ''^°' 

imd die erste Gleichimg für sich allein ist die Gleichnng der Abscissen- Axe; die zweite 

Gleichung stellt die Ordinaten - Axe dar. 

'6. Jede Gleichung, die in Beziehung auf y und x vom ersten Grade ist, stellt eine 

gerade Linie dar, ^iS'it können, indem wir durch Division den Coeffitienten des ersten 
Gliedes fortschaffen, 

y- -f- Ax -+• B = o oder y = ax -f- h (i) 

als die allgemeine Gleichung dieses Grades betrachten. AVir wollen in dem Nachst-Fol- 
genden die Gleichung unter der zweiten Form nehmen. Setzen wir in diese Gleichnng 
für X einep bestimmten Werth x', so ergibt sich aus derselben der entsprechende Wertli 
von y, den wir durch y' unterscheiden wollen. Indem wir aber x als constant betrachten, 
verbinden wir eigentlich die gegebene Gleichnng mit der Gleichung x ■= x', die eine, der 
Axe der y parallele, gerade Linie vertritt. W^ir Sachen also denDarchschnilt dieser letzt- 
genannten Linie mit der dnrch obige Gleichung dargestellten. Durch diesen Durchschnitt 
geht auch die, der ersten Axe parallele, gerade Linie, deren Gleichung ist: 

Da der Punct, dessen Co.ordlnaten y' und x' sind*), ein Pnnct der durch (l) darge. 
stellten geraden Linie ist, so haben wir zwischen y' und x' die Bedingungs- Gleichung: 
y'^ax-f-b. W 

Zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2), können wir eine beliebige der conslan- 



*) Wir n-erden im Folgenden statt: „der -Puuet, dessen Cooi'dlnaten y' und x' sind" kur* : 
„der Punct (j'js')" schreiben und ebenso öf£ers sJatt; „die diircU die Gleichung (1) dargc- 
atellle gerade Linie" blofs: „die gerade Linie (l)". 



y Google 



4 Zur Thcoi-ie 

lern GrÜfsen h und a elhiiinireii. Um ]j zn diminiicn, brauclieii wir bloCs abzHzIclien, und 
cflialtcii auf dlosc Weise: 

ypy' = a(x — s') , , ^^^ 

für die Gleichling; einer geraden Linie, die dnrch den festen Pimct (y, x) geht. Die letzte 
Gleichung (3) spricht deutlich den Character der geraden Linie aus, denn, wie wir auch 
X Jjesümmcn mögen, wir haben immer ; 

I — L — a = consl. 
Fig. 2. d. h. mit Beziehmag auf die 2. Fignr, wo M' den Ptmct {y\x) bezeichnet, 

ivohio auch M fortrücken mag. 

7- "Wenn wir den W^infeel , welchen die durch (i) dargestellte gerade Linie mit der 
ersten Äse bildet, von der positiven Seite der x nach der positiven Seite der y nehmen, 
und diesen Winkel durch a, den Coordinalen-Winkel aber durch (i bezeichnen, so ist: 
__ MQ _ sin a 

also, wenn der Coordinatcn-'Winkel ein rechter ist: 
a = fang u. 

8. Setzen wir x = o in der Glelchimg: 

SO bestimmen wir den Durchschnitt der geraden Lmie mit der zweiten Asc; die Ordinate 

dieses Punctes ist also die zweite Cooslante b. Auf ähnliche Wiese ergibt sich 

für die Ahscissc des Durchschnittes mit der ersten Axe. 

g. Wir haben oben zwischen den beiden Gleichungen (l) und (2) b eliminirt, und 
sind so zn einer Gleichung (3) für eine gerade Linie, die durch den festen Punct (y', x') 
geht, gekommen. \Yenn wir zwischen denselben Gleichungen die andere Constantc 
a cllminiren, so kommen wir zu einer neuen Gleichung für eine gerade Linie, welche 
durch denselben Punct (y', x') geht; wir erhalten nemlicb auf die angezeigte Welse: 
b (x - x)- y X + yx' = o. _ _ (4) 

Fig. 3. In dieser Gleichung spricht sich nicht so deutlich, als in der Gleichung (s), der Cha- 

racter der geraden Linie ans. W^ir wollen indefs diese Gleichung in die Sprache der 
Geometrie übersetzen, und zwar vorerst annehmen, unser Coordiiiaten-System sey ein 
rechtwinkliges. Sey MM' die gerade Linie, M' der Punct (y',x'), M der veränderliche 
Punct (y, x). Alsdann ist der Inhalt des Rechtecks Q'P gleich b (x — x'), und ebenso R'P 
gleich y'x und PxP' gleich yx'. Die Gleichung (4) geht also über in folgende; 

Q'P — R'P -I- RP' = o; 
und wenn wir reduciren, so kommt; 

]M'R = M'Q. 
Fi«-, li. W^arc der Coordlnaten-Winkel kein rechter, sondern ein beliebiger, den wir durch 

ß bezeichnen wollen, so finden wir in Beziehung auf die 4. Figur ebenfalls M'R — M'Q, 
wenn wir statt die Gleichung (4) geradeso zu behandeln, alle Glieder derselben zuvor 
mit sin ß multipüclren , mithin die Gleichung 

b (x — x') sin ß — y'x sin ß -+- yx' sin ß = o 
geometrisch deuten und dabei gerade so wie eben verfahren. 
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Die Gleichung {k) ist also anders nicLls, als die algeijraisclie Aussage von folgendem 
bekannten Salze: 

Wenn man durch einen heliebigen Pimct der Diagonale eines Parallelogrammes 
zwei gerade Linien zieht, von denen jede zweien Seiten desselben parallel ist, so sind 
die beiden neuen Parallelogramme, die zu beiden Seiten der Diagonale entstehen, dem 
InluiÜe nach, einander gleich. 

10. ^Venii aofser dem Punctc (y',x') nücli ein zv.eiter Pimct (j""jX") gegeben ist, SO 
folgt aus (3): 

a = C^. 
und aus (ii) : ^ ^ 

Die Consianten in der Gleichung (l) der geraden Linie sind also auf diese Weise 
bestimmt. 

11. Flir die Durchschnitte einer geraden Linie, diedurch zweigegebcnePLincte(y',x') und 
(y")0 gc^'^i mit der zweiten und erslen Axe, ergeben sich also folgende Bestimmungen: 

a f — y 

13. Die Gleichung endlich der geraden Linie, welche durch die beiden Puncte (y', x'i 
. und (y")X") geht, ist folgende: 

y(x" — x) — xCy" — y') = yV' — yV, (5) 

eine Gleichung, zu der wir durch Ellmhiation der beiden Constanten h und a zwischen 
den drei Gleichungen: 

y = as + h, 
y = ax' -J~ b, 
y" = ax" -(- b, 
gekommen sind. 

13. Wir können der Gleichung für die gerade Linie eine Symmetrische, für manche Fig. 5. 
Rechnungen sehr bequeme, rorm geben, indem wir die Segmente, welche dieselbe auf den 
Axen bestimmt, die Stücke OP und OQ, als die beiden Constanten derselben einführen- 
Bezeichnen wir diese Segmente din-ch p und <[, so erhalten wir auf der Stelle die gesuchte 
Gleichung aus (5), wenn wir: 

x' = o , x" = p , y' = q , y" = 
setzen. Auf diese Weise kommt: 

py 4. qx - pq, (6) 

welcher Gleichung wir auch folgende Form geben können; 

i!f Es ist offenbar, dafs, wenn wir durch n irgend eine beliebige Zahl bezeichnen, 
die Glclchang (J) befriedigt wird, wenn wir 

y = nq> ^= (i~ö) P _ 
setzen, und dafs mithin die so bestimmten Coordinalea einem Pimcte der durch obige 
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Gleichung dargoslolUen geraden Linie angeliücen. Wenn wir n =: -| neSimen, so bestim- 
men die Gleichungen : 

y = 3, .=E 

J 2 2 

die Mitte des von den Axen inlcrceplirten Stuckes der geraden Linie. 

l5. Die Enlfeniung zweier beliebiger Pnncte (y", x") und (y', x') von einander ist durch 
die Länge der dritten Seite eines Dreiecks bestimmt, dessen beide ersten Seiten gleich 
sind dem TJ nterschiedß der gleichnamigen Coordinalcn und einen Winkel mit einander 
bilden, der dem Coordinaten-\Tinkel oder dessen Neben-Winkel gleich ist. Wir ha- 
ben daher, wenn wir diese Entfernung durch D, den Co ordinatcn- Winkel durch jS bezeichnen: 
U» = (f~j)' + 1{f-f) {x-x)cos ,;h.(x"-x')» 

Das positive Zeichen des milllcrn Gliedes besieht für alle moghchen verschiedenen 
Lagen der beiden Puncte gegen einander, denn je nachdem (y" — y') und (x"— x') von glei- 
chem Zeichen sind, oder nicht, haben wir für den, der dritten Seite des Dreiecks gegen- 
überliegenden "Winkel, den Nebenwinkel von ß oder ß selbst zu nehmen. Ist der Coor- 
dinaten-W^inkel ein rechter, mithin cos ß = o, so rediicirt sich die letzte Gleichung 
auf folgende : 

D' = (/'-?■) =+(>'■■-«•)'■ 
l6. Der algebraische Ausdruck für den Abstand zweier Puncte von einander, der im 
Allgemeinen, wie die vorige Nummer zeigt, irrational ist, hat, wenn nicht eine nähere Be- 
stimmung hinzutritt, kein bestimmtes Zeichen, oder was dasselbe heiCst, das Zeichen hat 
keine geometrische Bedeutung, wenn wir nicht etwa eine solche hineinlegen wollen, welche 
sich alsdann auf das Entgegengesetzte der Richtung bezöge, wie wir jenen Absland bestim- 
men, ob von dem ersten zum zweiten Puncte oder umgekehrt: die einzige Zweideutigkeit, 
die die Bestimmung des Abstandes zweier Puncte von einander zulafst. Diese Beziehung 
stellt sich in gewisser Hinsicht augenfällig für den besondem Fall dar, dafs beide Puncte 
auf einer der Axen , etwa auf der ersten Axe liegen. Alsdann ist nemlich y" = y' = o , und 
wir finden fih- D folgende beiden Ausdrücke: 

x" — x' und — (x" — x') oder x — x". 
Wenn die Abslände mehrerer Puncte unter einander in gegenseitiger Verbin- 
dung vorkommen, so entscheidet die Natur der jedesmaligen Aufgabe darüber, mit wel- 
chem Zeichen -wir die einzelnen Abstände einführen müssen , wo Alles dann wieder dar- 
auf hinauskommt , verschiedene Fälle in einen einzigen algebraischen Ausdruck zusammen- 
zufassen. Die Behauptung, dafs der Abstand zweier Puncte von einander durchaus als po- 
sitive Gröfse betrachtet werden mlisse, ist ganz unhaltbar, Diefs zeigt sich deutlich an 
den Beispielen der 31. und der folgenden Nummern. 

Fig. 6. 17- Die Gleichungen zweier geraden Linien , auf ein beliebiges System bezogen, scyen: 

y = a X -f- b , 
y = :,'x -+■ b'; 
wir wollen die Winkel, welche dieselben mit der ersten Axe bilden, durch a und a, den 
Coordlnaten -Winkel, wie gewöhnhch, durch ß bezeichnen. Alsdann Isl: 
sin w , sin a 

^ ^ 7i^(ß—c.} ' ^ ^ sin <j9— «■) ' 
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woraus wir durch eine Iciclite tri gonomclri sehe Umformung folgende ^Vcrthe für iang a 

and fang «' herleiten : 

a sin ß , . a' sin ß 

tan" a — ■ — - , tang w = ■■ , ■■■ - — - - 

° l -^ a. cos ß ° \ -^ li. cos ß 

Wir haben ferner: 

,a,,g » = to^g"' -'■"■?- , 
X-\-iang « tangu 
wenn wir den Winkel, welchen die heiden geraden Linien mit einander bilden, durch ro 
bezeichnen, und diesen W^Jnlcel von der erstem geraden Linie znr zweiten nach derselben 
Richtung hin nehmen, als die Winkel a und «' genommen worden sind. Vermöge der 
vorhergehenden Gleichungen rcducirt sich der letzte Ausdruck auf: 

tang w = (a— a) sin ß _ ^^^ 

" I -f- (a -f- a ) coi fJ 4- aa 

Stehen die beiden gegebenen geraden Linien auf einander senkrecht, so ist tangio ^-y, 
mithin : 

1 4- (a 4- a' ) cos ß -h aa' = o. (a) 

13. Die letzte Gleichung gibt: 

_ _ l-f-a'co.t;3 

" a' -1- cos ß ' 

Ist also irgend eine gerade Linie durch die Gleichung 

y = a'x ■+• b' 
gegeben, so erhalten wir folgende Gleichung für eine andere Linie, welche auf ihr senk- 
recht steht: 



1 -f- a' cos ß 



-t- b , ^3) 



•' a ■+. ( 

wenn wir dnrch b irgend eine Constante bezeichnen. 

19- Nehmen wir für eine der beiden auf einander senkrechten geraden Linien, für 
diejenige ■/.. B., welcher a' entspricht, eine der Coordinaten- Axen selbst, so ist 

3=0, oder -^ = "> 
a 

je nachdem wir die erste oder zweite Axc nehmen. Im erstem Falte reducirt sich die 

Bedingung^- Gleichung (2) auf; 

1 -+■ a cos 8 — o, 

oder: 

_ 1 

cos fi" 

im andern Falle reducirt sich dieselbe Gleichung, wenn M'ir sie zuvor auf folgende Form 
bringen : 



^-Ö-)' 



unmittelbar auf: 

a = ~ cos ß. 



90. Soll also eine gerade Linie, welche senkrecht auf der Ahscissen-Axe steht, durch 
einen bestimmten Punct Cy, x') gehen, so ist ihre Gleichung folgende: 

(y— y')cosj3H-(x — x) = o. (,) 
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Liegt der gegebene Punct auf der ersten Axe, so is^ y' = o, imcl 

y cos ß ■+■ (x— x') = (6) 

die Gleictnng einer geraden Linie, die senkrecht auf der ersten Axo sieht, iind diesellie 
in einer Entfernang vom Scheitel, die gleich ist x', schneidet. Setzen wir x' — o , so koimnt; 

(y — y') cosß -f-x = o (6) 

für die Gleichung derjenigen geraden Linie, die vom Pnncte (y, o) der zweiten Axc senk- 
recht auf die erste Ase gefüllt wird. 
Auf ähnliche Weise ist 

y— y' ■+■ (x — x) cos ß = o (7) 

die Gleichung einer geraden Linie, welche senkrecht auf der zweiten Axc steht, und durch 
den Punct Cy, x') gehl; 

y 4- (X — x') cos ß = o (8) 

die Gleichung des vorn Pnncte (o,x') der ersten Axe auf die zweite gefülilcn Perpendi- 
kels, und 

y-y' -t-xcosß = (9) 

die Gleichung des im Pnncte (y' 0) der zweiten Axe errichteten Perpendikels. 
21. Für den Fall rechtwinkliger Coordinaten ist; 

und die Bedingungs-Gleichung, dafs die in Rede stehenden geraden Linien sich rechtwinklig 
schneiden : 

1 i-f- aa' = 0. Cii) 

f. 93. Wir wollen jetzt gleich schon die eben entwickelten Ausdrücke zum Beweise geo- 

metrischer Sätze anwenden, und brauchen dieselben zu diesem Behufe blofs für die Glei- 
chungen zweier geraden Linien unter den folgenden Formen: 

py-H qx == pq, ^^^ 

p-y 4-q-x = p'q', 
umzubilden. Sind die letzten Gleichungen mit denen der 17. Nummer identisch, so ist: 

a _ _ 3, a' = _ i;. 
P P 

Nehmen wit' nnn zuvörderst an, der Coordinaten-Winkel sey ein rechter, so gibt(ll): 

2.1'+ 1 = 0, 

p p 

als Bedingungs- Gleichung, dafs die bezüglichen geraden Linien QP und Q'P' aufeinan- 
der senkrecht stehen. Hieraus folgt unmittelbar: 

qq' = ~ pp'; W 

d. h. geometrisch ausgedruckt mit Beziehung auf die 7. Figur: das unter den Segmenten 
OP und OP' enthaltene Rechteck ist dem unter den Segmenten OQ und OQ' enthalte- 
nen gleich. 

23. Wenn, umgekehrt, die letzte Gleichimg (2) Statt findet, so stehen die beiden 
durch (l) bezeichneten geraden Linien auf einander senkrecht, p, p', q, q' bezeichnen 
die Segmente, wodurch diese geraden Linien bestimmt werden. Wir können aber auf 
zwiefache Art diese Segmente zur Bestimmung von zweien geraden Linien paarweise so 
kombiniren, dafs jedesmal die Gleichung (2) befriedigt wird, indem wir einmal p mit q 
undp' mit q', zur Bestimmung von jenen beiden geraden Linien PQ undP'Q', die wir eben 
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letztem Fall bezeichneten geraden Linien siiut PQ' und P'Q, nnd ihre Gleichungen: 

p y + q X == p q. * 
Und auch diese geraden Linien stehen auf einander senkrecht, weil die Gleichung (a) 
hier, wie für die vorigen heiden Geraden, die Bedingung der Pcrpendicularitat enthält. 
Die durch den Darchschnitt Q' von OQ und P'R und durch den Punct P gehende ge- 
rade Linie, steht mithin auf der in dem Dreieck P'QP dem PancteP gegeniiterliegcnden 
Seile senkrecht. "Wir erkennen also bei diesen Betrachtungen, die sich unmittelbar dar- 
bieten, in der Gleichung (2) sogleich folgenden Satz: 

Wenn man in einem beliebigen Dreieck von den Winkel -Spitzen auf die gegenüber- 
liegenden Seiten Perpendikel fällt, so schneiden sich diese Perpendikel in demselben 
Puncte. 

at Wir hätten mit gleicher Leichtigkeit geradezu beweisen können, dafs das von 
P auf P'Q gefällte Perpendikel durch den Punct Q' geht. Denn die Gleichung ieder ge- 
raden Linie, die durch P geht, hat folgende Form: 

py 4- gx = pg; 
WO wir OP gleich p setzen, g aber irgend ein Segment der Ordlnalcn-Axc bezeichnetj 
das von einer Geraden zur andern wächst oder abnimmt, Soll diese gerade Linie senk- 
recht stehen auf P'Q, deren Gleichung folgende ist: 

p' y -+• q X = p q, 
so haben wir die Bedlngungs-GIeichnng: 

p p' -*- q g = O. 
Da aber auch der Voraiissclznng gcmäfs: 

pp- -h qq' = 0, 
so ergiebt sich g = q', das Perpendikel PR' geht also durch den Punct Q', den Durch- 
schnitt der heiden andern Perpendikel OQ und P'R. 

25. Ich füge hier zum. Vergleich der Methoden noch einen andern Beweis hinzu. Das 
gegebene Dreieck sey PP'Q. Als erste Axe nehmen wir die Basis des Dreiecks, PP', als 
zweite Axe das vom gegenüberliegenden Winkcl-Punctc auf diesellje gefällte Perpendikel 
QO. (Auf diese Wahl der Coordinaten hat uns die 23. Nummer aufmerksam gemacht.) 
Wir bezeichnen ferner die mit gehörigen Zeichen genommenen Segmente OP, OP', OQ 
durch p, p'i und q. 

Bei diesen Voraussetzungen sind: 

« 

die Gleichungen von PQ und P'Q, und die Gleichungen derjenigen beiden geraden Li- 
nien, welche senkrecht auf dieselben von den gegenüberliegenden Winkcl-Pnncten P" und 
P gefällt werden : 

y = t <x_p). 
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Zielien wir diese beiden Glcicliungen von einander aL, so kommt; 

oder i 

X = o; 
und diefs ist die Abscissc des DnrchscImilLs-Puncbes der beiden leUtgefälltcn Perpendi- 
kel, oder, analytischer gesprochen, die Gleichung der zweiten Äse, für welche wir das 
erste^ Perpendikel genommen haben. Dieses Perpendikel gebt also durch den Durch- 
schnitt der beiden andern. 

26. Wenn wir diesen Beweis mit demjenigen der 23. Nummer zusammenstellen, so 
begegnet uns die Bemerkung, dafs wir zuletzt einen znm Beweise vorgelegten Satz (mit 
möglichster Kürze vielleicbt) bewiesen, früher limgegen den Satz gefunden haben, so dafs 
die Constraction desselben erst aus einer rein algebraischen Betrachtung entstanden ist. 
Dieser Unterschied, den ich einstweilen nur andeute, scheint mir ein wesentlicher zu seyn. 

27- Der Beweis des In Rede stehenden Satzes erfordert einige leichte Entwickelnngen 
mehr, wenn wir zwei Seilen des Dreiecks als Coordinaten-Axen nehmen und uns alsdann 
der Formeln der 13. — 3o. Nummer bedienen. 

28. Wir gehen weiter. Es sey bei einer beliebigen Annahme der Coordinaten: 
y = ax ■+. b CO 

die Gleichung irgend einer geraden Linie und Cy',x') irgend ein gegebener Punct; wir 
suchen den kürzesten Abstand des Puncles von der geraden Linie. 

für das vom Puncle Cy',x') auf die gerade Linie gefällte Perpendikel, anf welchem 
jener Abstand zu nehmen ist, erhalten wir zunächst folgende Gleichung: 

y — y'= a (x — x'}, 
wo die constante Grüfse a' nach der 18. Nummer durch folgende Gleichung: 

aa' -f- (a -^ a) cos. ß -h 1 = o, 
*enn wir hier, wir dortcn, den Coordinaten-Winkcl durch jS bezeichnen, gegeben ist. 
Hicraach kommt: 



a 4- cos ß ' 
mithin ist die Gleichung des Perpendikels: 

Bezeichnen wir ferner die Coordinaten des Fufs-Punctcs dieses Perpendikels durch 
y" und x", und die Länge desselben durch P, so Ist nach (15): 

P2 = (y" _ y')i 4, 2 (y" ~ y') (x" — x') cos ß -t- (x" — x')=. 

Da der Punct (y", x") zugleich anf den beiden Geraden (l) und (9) liegt, so haben 
wir die beiden Gleichungen : 

" . 1 -f- a cos 8 , .. 

y — y = — —Jl f (X — X ) 

' ^ A-t- cos ß ' 

y" = a x" -f- b 
zur Bestimmung der Coordinaten desselben. Ziyn Behuf der Elimination können wir der 
letztern Gleichung folgende Form geben: 

y"— y'= a (x"— x) — y'^- as'-^- b, 



yGoosle 



der geraden Linie. 

und erlialten alsdann sogleich folgende Ausdriiclce : 

X — X =(y — ax — b) ■ 

y"_y' = -_(y'_ax— h) 



a cos ß 



2 ■+- a a (70i- /i ■+- 1 

Siibstituiren wir femer diese WcrtLc von x." — x' und y" — y' in obigem Ausdrncls 
fnv P^, so kommen wir nach einigen leichten trigonometrischen Umformungen und nach 
Ausziehung der Quadrat- Wurzel zu folgender Gleichung: 

Wenn wir statt des Perpendikels eine andere gerade Linie nehmen, die mit der ge- 
gebenen irgend einen Winkel j- bildet, und das Stück derselben zwischen dem gege- 
benen Puncto und der gegebenen geraden Linie durch p bezeichnen, so ist offenbar 

p sin r = P, 
folglich erbalten wir : 

L^ ~ V{a.*~i~23.cosß-i~\) siny 
ag. Für den Fall rechtwinkhger Coordinaten rcduciren sich die Ausdrücke für P und 
p auf folgende : 

P=. -t- y' — "^'—^ =±{y—Ax—h)cosu, (5) 

~ K(aa-M) 

p= ± y'-a'^'-h . _i_==H-(y_ax'-b)££lfl, C6) 

y(3.^~hi) «";' 'S'«/ 

wenn wir den Winkel, welchen die gegebene Gerade mit der Axe der x bildet, wie ge- 
wöhnlich durch a bezeichnen. 

30. Es ist in der analytischen Geometrie niemals zu vernacblaCsigen , sich von der 
Form der Ausdrücke, zu welchen längere Entwicklungen uns geführt haben, Rechen- 
schaft zu geben. Zuvörderst, was das doppelte Zeichen der in den letzten beiden Num- 
mern entwickelten Ausdrücke betrifft, so änden wir den Grund desselben darin, dafs wir 
P und p als den Abstand zweier Puncte von einander bestimmt haben (i6). Ueber das 
Zeichen, welches wir in besondern, durch die Natur der Jedesmaligen Aufgabe bestimm- 
ten, Fällen gebrauchen müssen, wird uns die folgende Nummer belehren. 

Es muCs uns ferner noch die Form der Zahler in den verschiedenen Ausdrücken für 
P und p, verglichen mit der Gleichung (1> der gegebenen geraden Linie, auffallen. Wir 
können diese Form letcht von vorne hinein rechtfertigen, wenn wir erwägen, dafs offen- 
bar P und p gleich Null werden, wenn der gegebene Punct (y, x') auf der gegebenen ge- 
raden Linie Hegt, In diesem Falle aber ist; 

y' — a s' — h = o ; 
deshalb mnfs der erste Theil dieser Gleichung als Factor jener Ausdrücke erscheinen. 

31. Wenn die gerade Linie (l) und der Punct (y, x') gegeben sind, so bleibt nichts 
mehr als das Zeichen, mit dem die in Piede siebenden Ausdrücke für fernere Rechnungen 
behaftet werden müssen, noch zu bestlmnjen übrig, W^enn aber, (immer bei der Annahme, 
dafs die gerade Linie gegeben ist,) irgend eine Bestimmung über die Gröfse jener Ab- 
stände gemacht wird, so ist der Punct (y\ x') nicht mehr durchaus beliebig; wir erhallen 
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zwischen den Coordinalen desselben eine Bedingungs-Gleicliiing, d.h. einen geometrischen 
Ort für den Pnnct selbst. 

Der Einfachheit wegen bedienen wir uns in dem Folgenden rechtwinkliger Coordina- 
len lind sprechen zunächst nur von dem kürzesten Abstände, den wir durch P bezeich- 
net haben. Bei diesen Voraussetzungen wollen wir vorerst annehmen, P sey eine gege- 
bene Gröfse, ylsdann finden wir für den Ort aller Puncte, die rnn dieses Stück von der, 
durch die Gleichung: 

y =i a X 4- b 
gegebenen, geraden Linie, abstehen, mit Hinwcglassung dcrAccente, folgende Gleichung-j 
P = -!- y — ax — b 
— Kl -Ha' ' 
und hieraus ergibt sich unmittelbar 



y = ax-l-(btl:PVl'+-a3); 

mithin, wenn wir das doppelte Zeichen berüchsichligen, erhalten wir für den gesuchten 
Ort zwei, der gegebenen parallele und zu beiden Seiten derselben liegende gerade Linien. 

Das Zeichen ■+• in der letzten Gleichung entspricht der Einführnng des Werthcs für 
P mit positivem Zeichen, woraus wir dann rückwärts scbliefscn, dafs der Ausdruck für 
den Aljstand jedes Punctes der bezüglichen geraden Linie; 

y = ax'f-(b'+-P VI -f- a.») 
von der gegebenen positiv genommen worden mufs. Jeder Punct aber, der auf dieser 
Geraden sich befindet, Hegt, rücksichtlich, der gegebenen geraden Linie, nach der positi- 
ven Seite der y hin. Für Puncto, welche auf der Geraden: 

y = a X -+. (b — P vi -f-'a^ 
liegen, findet gerade die umgekehrte Beziehung Statt. 

"Wir können nicht, was die Zeichen betrifft, die Gleichung: 
P = d: (y — a X — b) ctt5 «, 

woraus folgende sich ergibt: 

p 

y = ax ■+• (b ■± ■). 

■' ~ cos a 

ganz auf dieselbe Weise behandeln. Der Grund davon liegt offenbar darin, dafs das 
P 



Yorzeichen von , in welchem Ausdruck wir cos a für V i -f-a= gesetzt haben, in 

cos a 

eine neue BeKicbong zu der Richtung der gegebenen geraden Linie tritt. Machen wir in- 
dofs die Beschränkung, dafs der Winkel a nur bis n genommen werde, so entspricht der 
vorherigen Zeichen -Bestimmung nun für unsere neuen Gleichungen folgende Annahme» 
dafs nemlich lür solche Puncte, die in Beziehung auf die gegebene Gerade nach der po- 
sitiven Seite der y hin liegen, je nachdem a kleiner, oder gTÜfser ist als -, einmal der al- 
gebraische Ausdruck für P mit positivem, das andere Mal mit negativem Zeichen genom- 
men werden mufs. 

Wir können hier noch eine Bemerkung; machen über das Zeichen, mit welchem der 
Zahlen-Werth des in Rede stehenden Abstandes behaftet werden mufs. Wir haben 
gesehen, dafs wir in obigem algebraischen Ausdrucke für diesen Absland P das positive 
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Zeichen nehmen müssen, wenn der gegdjcnc Punct Cy'.x'), in Beziehung auf die gege- 
bene Linie, nach der positiven Seite der y hin fälU; In diesem Falle ist aber (29) 

y > a x' -4- b , 
und mithin auch der Zahler in dem Werlhe von P, mithin P selbst positiv. Im andern 
Falle ist der Zahlen -Werth von P mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen. 

32. Sejen ferner die Gleichungen zweier geraden Linien gegeben -. 

y = ax^-b , ^^^ 

y = a' X 4- b' , 
alsdann finden wir für den Abstand eines beliebigen Punctcs (/, x') von jeder der beiden 
fferaden Linien: 

P = -I- (y— ax— b) C05 a, 

~~ , CO 

P' = -^ (y — a'x' — b) cos d\ 

wenn wir jene Abstände durch P und P' bezeichnen. Soll der Pnnct (y, x') von beiden 
Geraden gleich weit abstehen, so erhalten wir eine Bedingungs- Gleichung zwischen den 
Coordlnalcn desselben, und', indem wir diese als veränderliche Grijfsen betrachten, die 
Gleichung für den geometrischen Ort aller Punctc, die jene Bedingung erfüllen. Berück- 
sichtigen wir die verschiedenen Zeichen von P und P', so bekommen wir bei Hinweglas- 
sung der Accente folgende doppelte Gleichung: 

(y — ax — b) cos o = 1: (y — ax — V) cos «', (3) 
wodurch also eine zwiefache " gerade Linie augezeigt wird. Da a = iang w und a' = tangd, 
so rcditcirt sich die letzte Gleichung auf folgende: 

y icos a ^1 cos a) = X (sin a ^ «'« «') ■+■ b COS a Ijl. b' COS a, 
und diese wiederum, da 

"""-"'■; = - cotg. # (« + o'), "'" " -^ "" °'. = tani l C« + «■). 

COS a — COS a " ' ^«c„_i_/-nc« 

zcifdllt in folgende beide Gleichungen: 

y s= — X cotg. §(«-+- o') ■ 

y = X tang f (« 4- «') • 

Aus der Form der Coefficienten von x ist ersichtlich, dafs beide gerade Linien auf ein- 
ander senkrecht stehen, und die "Winkel, welche am Durchschnitte der beiden gegebe- 
nen geraden Linien entstehen, balljiren. 

33. Die erste der letztem Gleichungen (U) scheint sich anf den ersten Blick nach 
der Anlage der Rechnung auf die Einführung der Werthe von P und P' mit gleichem 
Zeichen zu beziehen, während die letzte dieser Gleichungen einem entgegengesetzten Zei- 
chen entspricht. Jedoch ist leicht ersichtlich, "dafs, wenn wir keine Beschränkung machen, 
diese Beziehung nur illusorisch ist. Den Winkel nämlich, den die erste der gegebenen 
geraden Linien (!) mit der Axe der x bildet, haben -wir durch a bezeichnet, stall dieses 
SViukels können wir aber mit gleichem IVechte auch (« •+> ü) nehmen. Alsdannabcr, weil; 
cos (a -f- 7t) =i ~~ cos a, 
iang f(a 4- «' 4- ,r) = ~ cotg. f (o 4- «'), 
geht die eine der Gleichungen (4) in die andere über, und früher schon in der Glei- 
chung (3) verwechseln sich die Zeichen. Wir sind also zu dem Schlüsse berechtigt. 
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dafs wir nictt oline Weiteres Lestimmen können, für welche der beiden Winfeel-halbi- 
renden Linien wir P und P' mit gleichein oder entgegengesetztem Zeichen nehmen mlis- 
sen, so lange wir nicht für die Winkel, welche die gegebenen geraden Linien mit der 
ersten Ase bilden, also für «, «' u, s. w. stets solche Winkel mir nehmen, die kleiner 
sind als ti. In dieser Voranssetzung aber bildet die gerade Linie, welche durch die erste 
der Gleichungen (i|) dargestellt wird, und welche sich auf gleichnamige Zeichen der Aus- 
drücke für P und P' bezieht, mit der Axe der x einen W^iukel, der nicht zwischen et 
nnd ä fällt, wobei sich von selbst versteht, dafs wir diese Winkel von der positiven 
Seite der x an rechnen. Die durch die zweite der Gleichungen (i|) bezeichnete Gerade 
talbirt denjenigen Winkel am Durchschnitte der gegebenen geraden Linien, der durcli 
den Unterschied der Winkel u nnd «' gegeben ist. 

Diese Bcstimmangcn sind mit denjenigen der vorigen Nummer in Uebereinstimniung 
und erscheinen als eine Folge derselben. Die Constrnclion der folgenden Satze wird hier 
keine Ungewifsbelt mehr übrig lassen. 

34. Nachdem wir über diesen Panct in ein ausführlicheres Detail eingegangen sind, 
können wir nun ohne alle Rechnung eine Reihe von Sätzen fast unmittelbar aus der 
Form der oben entwickelten Ausdrücke lesen. Wir wollen zu diesem Behufe mit den 
beiden geraden Linien (l), die wir in der 32. Nummer betrachtet haben, noch eine dritte 
gerade Linie zusammenstellen , nnd als deren Gleichung folgende nehmen : 

y = a"x -i- b". 
Den Winkel, welchen dieselbe mit der ersten Axe bildet, wollen wir durch k" bezeich- 
nen; alsdann ist der Abstand eines Punctes (y, x') von dieser Linie, den wir entspre- 
chend P" nennen, durch folgende Gleichung gegeben: 

P" = :+ (y — -a" x'— b") cos «". 

Bezeichnen wir ferner, der Kürze halber 

tt (y*— ax— b)coJa dnrch ::^A, 
±(y — a'x— b')C05« „ ±A', 

d:(y-a"x-b")c03«" „ ±^', 
SO erhalten wir nach der 32. Nummer: 

A = ± A', A' = :i- A" A = ± A", (5) 

f ut die Gleichungen derjenigen sechs geraden Linien , die die Winkel halbiren , welche an den 
Durchschnitten der ersten und zweiten, zweiten und dritten, ersten und dritten der gege- 
benen geraden Linien entstehen. Es ist aber ersichtlich, dafs, welches Zeichen wir in 
den ersten Gleichungen auch wählen mögen, wir durch Abziehen dieser beiden Glei- 
chungen von einander, immer zu einer Gleichung kommen, die in der dritten begriffen 
ist. Diefs führt zu folgendem Schema: 

A = A', A' = A", A = A"; 

A = - A', A' = — A", A -= A"; 

A = A-, A = -A", A = ~ A"; <*) 

A = - A', A- = A", A = — A"; 

wo wir in jeder Reihe die dritte Gleichung durch Subtractlon der beiden ersten erhalten. 
Da aus diesem Grunde nun die Elimination von y und x zwischen den beiden ersten 
Gleichungen, dasselbe Resultat geben mufs, als die Elimination von y nnd x zwischen 
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einer derselben und der dritten Gleichung, so schneiden sich alle drei geraden Linien, 
deren Gleichungen wir in dieselbe Reihe zusammengestellt haben, in einem und dem- 
selben Pnncte. Solcher Punctc gibt es mithin, wenn drei gerade Linien gegeben sind, 
unter welchen sich anch derjenige Punct befindet, in welchem die drei geraden Li- 
!en, welche die "Winkel des durch die gegebenen Geraden gebildeten Dreiecks halhiren, 
__ch kreuzen. Den am Ende der vorigen Nummer wegen der Zeichen gemachten Bemer- 
kungen gemäfs, sind, für den Fall der 8. Figur, diese vier Puncte nach der Ordnung Fig- 8- 
unseres Schema's folgende: O, O', O", nnd O'". 

35. Aus dem Schema der letzten Gleichimgen (6) Ist sogleich ersichtlich, daCs auf je- 
der der halhircnden geraden Linien zwei der obigen vier Durchschnitts -Puncte liegen. 
So liegt z. B. der erste und letzte Punct auf der durch : 

Ä' = A" ■ 
dargestellten geraden Linie, weil diese Gleichung sowol in der ersten als in der vierten 
Reihe jenes Schema's vorkommtj der zweite und dritte Punct aber liegen beide auf der 
Geraden : 

A' =3U A^ 
Diese beiden geraden Linien aher, von denen die erste die Pnncte O und O'", die zweite 
die Puncto O' imd O" enthält, sind in der 8. Figur diejenigen, -welche die am Durch- 
schnitte C der beiden Geraden A'B' und A"B" entstehenden Winkel halhiren und also 
auch durch C gehen. Den hierin enthaltenen Satz können wir in folgende Aussagt 
einkleiden : 

IVenn mr die Basis-Winkel eines beliebigen Dreiecks und die Neben-Winkel der. 
selben durch gerade Linien halhiren, so schneiden sich diese der Linien noch in vier 
Puncien, *>on denen zwei und zwei mit der Spitze des Dreiecks in gerader Linie liegen' 

3Ö. Die letzten Entwicklungen sind noch einer Erweiterung fähig. Achnlich wie wir 
oben den geometrischen Ort aller Pnncte bestimmt haben, die von zweien gegebenen ge- 
raden Linien gleichwclt abstehen, erhalten wir auch mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnung, die Glelclutng! 

{y — nx — h) cos a ^ -^ /t (y — a's — b') cos «' (7) 
für den Ort aller Puncte, deren Abstand von der ersten znmAbstand von der zweiten ge- 
raden Linie sich wie 1 : - verhält. 

Die durch die letzte Gleichung C7j dargestellte gerade Linie ist leicht zu construiren; 
denn da sie durch den Durchschnitts-Pnnct der beiden gegebenen geraden Linien geht, 
so bedürfen wir anfserdem nur noch eines Punctes zur Construction derselben. Einen 
solchen Punct bestimmt aher der Durchschnitt irgend zweier der gegebenen parallelen, ge- 
raden Linien, deren Abstände von diesen das verlangte Verhältnifs haben; oder was hier- 
mit übereinkommt, die auf den gegebenen Geraden Segmente bestimmen, die in jenem 

Verhältnisse 1 ; - stehen. Diese Construction gibt die beiden Linien, welche dem dop- 

pelten Zeichen der letzten Gleichung entsprechen, Ist eine dieser Linien gegeben, so be- 
stimmt sich die andere sogleich, Seyen AB und AB' die beiden gegebenen Geraden, und Fig. 9. 
AG, welche ebenfalls gegeben ist, entspreche der Gleichung: 

(y — a X — b) C05 « = /( (y — a' x — b') cos «'; (b) 
alsdann braucht man nin irgend eine gerade Linie einer der gegebenen, etwa der AB, 
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parallel zu ziehen, auf dieser Linie ä so zu hestimmen, dafs Q3 = QU, und endlich durch 
ä die gerade Linie Ay zu legen. Diese Linie ist die gesuchte, deren Gleichung isl: 
Cy — ax — h) cos a = _ ^ (y — a'x — h'} cos a. {9) 

Es waltet hier dieselbe Zweideutigkeit darUher oh, welche von den heiden Gleichun- 
gen (8) und (9) wir für die eine oder andere der fraghchen Linien nehmen sollen. Ohne 
hier in Entivicklungen , die denen der 32. Nummer ahnhch sind, einzugehen, ist klar, dafs 
wir überhaupt dieselbe Annahme machen können, als in dem Falle wo /* gleich Eins ist; 
dafs wir also die Winkel « , «' n. s. w. nur bis jt wachsen lassen und alsdann für die 
Gleichung (9) diejenige Linie nehmen, welche mit der ersten Axe einen Winkel bildet, 
der zwischen a und a fällt; für die Gleichung (8) hingegen die andere Linie. 

Wenn wir die heiden gegebenen geraden Linien AB und AB' zu Coordinaten-Axen 
nehmen, 50 ergeben sich aus der Coastraetion für die heiden Gleichungen (8) und (9) 
Ausdrücke von folgender Form: 

y =s Rx, y = k'x = — Vis, 
SO daCs 

K-*- K' = o. 

Eine leichte analytische Betrachtung hätte zu demselben Resultate geführt. 

3T. Wir wollen min wieder drei gerade Linien zusammenstellen, niid uns dabei der 
Abkürzungen der 34. Nummer bedienen. Die heiden Gleichungen: 

A ■= -^/t A' A = ± vA" 

bedingen folgende dritte Gleichung: 

/(A' = -± ^■A". 
Die, durch diese Gleichungen dargestellten, leicht zu constituir enden geraden Linien 
schneiden sich also in demselben Puncte. W"ir bekommen durch Verbindung zweier 
beliebiger jener Gleichungen die Coordinaten solcher Puncte, deren Abstände von den 
gegebenen Geraden sich verhalten, wie 
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Dieser Puncto erhalten wir vier, nach einem Schema, das dem der 34. Nui 
durchaus ähnlich ist, indem wir blofs A' mit /aA' und A" mit vA" vertauschen. 
>. Wir wollen diese vier Puncte, in derselben Ordnung als früher genommen, wieder- 

um durch O, O', O" und 0'" hezeicbnen; alsdann gibt die 10, Figur, die der S. ganz 
analog ist, die bezügliche Construction. Wir können bemerken, dafs durch die Annahme 
irgend eines der vier Puncte die Coetficicnten /.i und v bestimmt sind, und mithin die 
drei übrigen Puncte sich durch eine leichte Construction ergeben. Aiif ähnliche Weise 
-wie in der 35. Nummer ergibt sich, dafs diese vier Puncte, paarweise genommen (was 
auf dreifache Art geschehen kann) jedesmal mit einem der Winkel-Punctc des durch den 
Durchschnitt der gegebenen geraden Linien gebildeten Dreiecks CCC" in gerader Linie 
liegen. Nehmen wir nun einen der Puncte, etwa den innerhalb liegenden beliebig ans 
bestimmen also zwei Gerade, deren Gleichungen von der Form der Gleichung (7) sind, 
so gibt die Construction der vorigen Nummer folgenden Satz: 

VFenn mau auf einer von zweien Parallelen ztvei Puncte {C , C) beliebig annimmty 
und durch jeden derselben drei gerade Linien so zieht, dafs die mittlere derselben das 
beidesmalige Segment, welches die beiden äufsern auf der andern Parallelen bestimmen, 
halbirt {sp e= sp', rg == '"V')) ^<* schneiden sich die der äufsern Linien in vier Piinc- 
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ten iO' and O", O und 0'") die , paarweise genommen, mit dem Durchschnitte (C) der 
beiden innern in einer geraden Linie liegen. 

Durch Umkehrung erhalten wir einen Satz, dem wir folgende Aussage geLen können: 
Wenn man in einem vollständigen Vierecke durch den Durchschnitt zweier Diago- 
?ialen {00"', 00") nach den Puncten {C, C"), welche die dritte Diagonale verbindet, 
gerade Linien zieht, so halbiren diese die beiden Segmente {pp',^g') jeder beliebigen 
der letztgenannten Diagonale parallelen geraden Linie, welche zwischen den Seiten 
des Vierecks liegen, die in jenen .Fanden [C' C") sich vereinigen.*) 

38. Wir haten bis jetzt nur den geometnscLen Ort für solche Puncte bestimmt, zwi- 
schen deren Abstanden von zweien gegchenen geraden Linien ein gegebenes VerhSlt- 
nifs Statt findet. Wir können aber auch statt zweier gegebenen geraden Linien mehre- 
re betrachten, und nach dem Orte für solche Puncte fragen, zwischen deren Abstanden 
von diesen Linien irgend eine Beziehung Statt findet. Wir wollen zunächst drei gerade 
Linien betrachten, und wiederum für dieselben folgende Gleichungen nehmen: 
y = a X + b, 
y = a' X ■4- b' , 
y = a"s -H b". 
Bezeichnen wir die bezüglichen Perpendikel durch P, P' und P", so gibt es unzählige 
Puncte, für welche; 

P 4- P' = P' 
d. h, für welche die Summe der Abstände von den beiden ersten geraden Linien dem Ab- 
slande von der dritten gleich ist. Bei den früher gebrauchten Abkürzungen erhalten wir 
für den Ort aller jener Puncte ; 

± A. H: A' = 1^: A", 

welche Gleichung in folgende vier verschiedene sich auflöset: 

A ■+■ A' -+■ A" = o, 

A -f. A' — A" = o, 

A — A' 4- A" = o, ^'^ 

— A -4- A' 4- A" = o ; 
und jede dieser Gleichungen druckt eine besondere gerade Linie ans. 

Wir wären gerade zu demselben Schema der letzten Gleichungen gekommen, wenn 
wir die Bestimmung gemacht hätten, daCs nicht der Abstand der Puncte von der dritten 
gegebenen geraden Linie, sondern von der ersten oder zweiten gleich seyn sollte der 
Summe der Abstände von den jedesmaJ übrig bleibenden beiden Geraden. Die Folge 
davon ist, dafs keine jener Gleichungen sich ausschliefslich auf einen der drei besondern 
Fälle bezieht, sondern dafs diese vielmehr sich in den analytischen Formen nicht trennen 
lassen. Diefs geometrisch gedeutet heifst: wenn man für verschiedene Puncte des geo- 
metrischen Ortes die drei Perpendikel conslmirt, so ist, nach der Bestimmung des Punc- 
tes bald das eine, bald das andere Perpendikel gleich der Summe der beiden übrigen. 



*) Französisclie Mathematiker nennen quadrilatere compht (nicht gana schicklich durch „votl- 
ständiges Viereck" überseUl) diejenige Figur, welche entsteht, wenn man die gegenüberlic- 
gcnilen Seiten eines gewöhnlichen Vierecks {quadrilatere simple) bis zu ihrem Durchs chnltte 
verlängert. Die gerade Linie, welche die beiden so entstehenden Winkel - Puncte verbJnilet, 
ist eine neae Diagonale. 
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Wir können die vorschieclencn Gleichnngen (l) auf eine elegante Weise constniiren 
und diese Consiructlons-ArL lafst uns sogleich in jenen Gleicliungcn selbst geometrische 
Sätze erkennen. Wir kommen hierauf zurück nach einigen allgemeinen Erürternngcn. 

3(J, Wenn die Gleichnngen zweier geraden Linien: 

y = a'x 4- b, 

Y = a'x 4- h, 
zugleich Statt finden sollen, so bezeichnen sie einen Pnnct, der Leiden Linien gemein- 
schaftlich ist, mithin den Durchschnitt derselben. Wir finden also die Coordinaten die- 
ses Panctes, wenn wir zwischen den beiden Gleichungen die "Wcrthe von y und x climi- 
niren. Soll eine dritte gerade Linie durch denselben Punct gehen, so mnfs offenbar ihre 
Gleichung zusammengestellt mit jeder der beiden erstem Gleichnngen dieselben Werthc 
fiir y und x geben, oder mit andern Worten, die dritte Gleichung miifs eine Folge der 
beiden erstem scyn: wir müssen dieselbe erhalten können, wenn wir auf irgend eine Weise 
die obigen Gleichungen durch algebraische Operationen verbinden, und die Art der Ver- 
bindung ist genauer dadurch bezeichnet, dafs wir wieder zu der Gleichung einer geraden 
Linie, zu einer Gleichung vom ersten Grade kommen müssen. Wir erhalten die allge- 
meine Form der Gleichungen vom ersten Grade/, die durch Verbindung der beiden gege- 
benen Gleichungen entstehen, wenn wir jede derselben mit einem unbestimmten Gocffi- 
cienten midtipliciren , und dann die Summe derselben nehmen. Diese Coefficienten, für 
welche sowol negative als positive Grüfsen zu nehmen sind, seyen m and m'; alsdann 
kommt: 

(m + m')y = (ma -+• m'a')x 4- (mb 4- m'b') 
für die allgemeine Gleitliiing aller geraden Linien, welche durch den Durchschnitt der 
beiden gegebenen geben, so dafs sich für eine besondere Annahme von m und m' die 
Gleichung einer bestimmten dieser geraden Linien ergibt. Die letzte Gleichung büfst 
nichts von ihrer Allgemeinheit ein, wenn wir alle Glieder durch m dividiren, alsdann 

kommt, wenn wir u statt — schreiben: 
m 

(1 4- /(}y = (a 4- ^a')x 4- (b 4-^b'), 

worans dann ersichtlich ist, dafs wir für imsre Absicht, unbeschadet der Allgemeinheit, 
die beiden gegebenen Gleichungen (l) addiren können, nachdem wir blofs eine derselben 
(etwa die zweite) mit einem unbestimmten Coefficienten ^ nmltipllcirt haben. Wn kön- 
nen der letzten Gleichung, endlich noch folgende Form geben: 

a 4- ;'a' b 4- kV 

y = _ X 4- ' 

•' I 4- i" 1 4- /i 

liCt. Wenn also drei, gerade Linien durch einen und denselben Punct gehen, so ist 
aus den letzten Entwickelungen offenbar, dafs es nur von einem schicklichen Factor ^!ah- 
hängt, mit dem man die Gleichung einer jener Linien mnltipllciren miifs, damit dieselbe 
unmittelbar aus den beiden übrigen Gleichungen durch Addition oder Sublracllon sich er- 
gebe. Dlefs fuhrt uns zu folgendem Schema. W^ir wollen 

Ay 4-Bx 4-C = o (i) 

für die Gleichung irgend einer geraden Linie nehmen. Wir können dieser Gleichung 
eine andere Form geben, ohne sie selbst im mindesten zu verändern, wenn wir jedes 
Glied derselben, beliebig wie, in zwei Theile tbeilen, z. B. Ax In ax und «x nnd einen 
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dieser Theile auf die andere Seite hinüberbringen. An£ diese Weise erliakcn wir Statt 
der gegebenen Gleichung die ihr identische : 

„y -f. j3x -4- j- - — (ay -i- hx -4- c), (a) 

wo denn nach der Yoraussetznng folgende Bedingungs - Gleichungen Statt finden: 
A = a-f-«, B = h-t-^, C^^c-f-)'. 
Jeder Thcil der Gleichung (a), für sich allein gleich Null gesetzt, Stellt aber eine neue 
gerade Linie dar : uy + ßs. -h y = o, 

ay + bx -4- c = o. (^J 

Addiren wir diese beiden Gleichungen, so werden wir zurückgeführt auf die Glet- 
chnngen (2) oder (l). Es schneiden sich also die beiden geraden Linien (s) auf der durch 
die Gleichung (l) gegebenen, 

Wir erhallen alle möglichen Paare gerader Linien, welche sich auf einer gegebenen 
schneiden, wenn wir verschiedentlich die Gleichung dersellien auf die olicn angezeigte 
"Weise in zwei Gleichungen zerlegen, 

W^ir werden fernerhin sehen, wie dasselbe Schema, das sich so natürlich und ein- 
fach darbietet , auf die allgemeine Gleichung des zweiten Grades übertragen , nnmittelbar 
zu einer Reihe von Resultaten führt. Deshalb machen wir hier schon, wo es sich am 
leichtesten darstellt, darauf aufmerksam. 

Aus dem Vorigen folgt ferner unmittelbar, dafs wir einen Punct der durch die 
Gleichung (l) dargestellten geraden Linie finden, wenn wir diese Gleichung irgendwie auf 
die Form der Gleichung (2) bringen, jeden Thoil derselben gleich Null setzen, und den 
Durchschnitt der durch diese neuen Gleichungen dargestellten geraden Linien constrnircn 
Suchen wir auf dieselbe Weise einen zweiten solchen Punct, so ist die Gerade (l) be- 
stimmt. In gewissen Fallen wird diese Construclion sehr elegant. 

Ifl. Hiermit kommt die Construction der linearen Gleichungen, die H. Gergonnc 
mehrere Male anwendet, llbercin. Oft führt nehmlich die Elimination zu Gleichungen 
unter der Form (%); setzt man alsdann jeden Thei! derselben für sich einer und derselben 
heliebigen Constanten gleich ay ■+• ßx ■+■ y = M, 

— (ay -f- Lx -f. c) = M, U) 

und construirt die beiden durch diese Gleichungen dargestellten Geraden, so gibt der 
Durchschnitt derselben einen Ptmct der zn constrnirendcn geraden Linie. Ein zweiter 
Punct ergibt sich , wenn statt M irgend eine andere Constante gewählt wird. Man sieht 
leicht ein, dafs die verschiedene Bestimmung der Constanten einer verschiedenen Zerle- 
gung der Gleichung (t) entspricht, dafs aber die Verschiedenheit der Zerlegung sich blofs 
auf die Zerlegung von C erstreckt, und dafs mithin die bezüglichen Geraden der verschie- 
denen Linien-Paare alle unter sich parallel sind. 

Wir können nemllch die Gleichungen (i[) folgen der mafsen schreiben 
«y -}- j5 X + (7 — M) = 0, 
ay 4- bx -{- (c-f. M) = 0, 
und so fällt in die Augen, dafs, wie wir auch M bestimmen mögen, die Summe der Con- 
stanten in diesen beiden Gleichungen der Constanten C gleich ist, dafs 
(j, ™ M) -f- (c .4- M) = 7 -t- c = C. 
ii2. Wir können aber aach geradezu, wie H. Gergonne es ihnt, die angezeigte Con- 
Stroctions-Art der linearen Gleichung (2) rechtfertigen. Denn um die Coordinaten irgend 
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einesPunctes, der, durch dieselbe dargestellten, geraden Linie zu finden, genügt es, y und 
X so za bestimmen, dafs durch diese Werthe jene Glcicliung befriedigt wird. Setzen wir 
nun jeden ihrer Theile derselben Constanten gleich, so geschieht dieser Gleichung Ge- 
nüge, und wir erhallen zugleich die beiden Gleichungen (4) zur vollständigen Bestimmung 
von y nnd y. Statt aber die Werthe der so bezeichneten Coordinaten durch Elimination 
zu bestimmen, und dann zu consfruiren, können wir die beiden durch (4) dargestellten 
Geraden construiren; der Durchschnitt dieser beiden Geraden gibt alsdann den gesuchten 
Puoct. Wir werdenim folgenden Abschniilc Gelegenheit haben, hierauf zurück zukommen. 

43. X3m zuerst an einem ganz einfachen Beispiele die Anwendung des "Vorigen zu 
zeigen, eine Anwendung, auf welche wir sehr häufig zurückkommen werden, nehmen wir 
die in dem Frühern vorgekommene Gleichung; 

(y — ax — b) C05 « = + (y — a's — h') cos ü. d) 
Setzen wir beide Theile dieser Gleichung für sich gleich Null, so kommt, wenn wir in 
dem ersten den constanlcn Coefridcutcn cos a, in dem zweiten cos ü fortlassen: 

,. ' <^> 

y — a s — h =0. 

Die durch (l) dargestellte gerade Linie geht also durch den Durchschnitt der beiden 
durch (2) dargestellten, wie diefa sich auch a priori aus der Art, wie die erste Gleichung 
gebildet worden, ergibt. 

44- Nun kehren wir zur Conslruclion der Gleichungen (1) der 38. Nummer zurück 
und wollen zunächst die erste derselben betrachten: 

A -I" A' ^- A" = o. (1) 

Hat man zugleich die beiden Gleichungen: 

A = o, A' 4- A" = o, (i) 

so wird offenbar die Gleichung (i) befriedigt; jede der letztem Gleichungen aber be- 
zeichnel eine gerade Linie, die erste derselben, oder 
y — ax — b = o 
1. ist die Gleichung der ersten der drei gegebenen geraden Linien C^-^'C'); die zweite der 
Gleichungen (2) oder 

(y — a'x — b') cos «' -f- (y — a's — b") cos «" = o 
Ist die Gleichung derjenigen geraden Linie CS, welche den gegenüberliegenden Winkel in 
dem, durch die drei gegebenen Geraden gebildeten, Dreieck CC'G" halbirt. Der Durch- 
schnitt cS) der ersten gegebenen Geraden mit dieser Linie ist mithin ein Pnnct, welcher 
der Gleichung (l) entspricht. 

Auf ähnliche Weise finden wir noch zwei solcher Piincle S' und S", wenn wir den 
Dufchschnilt der geraden Linien: 

A' =t o und A -f- A" = 0, 
A" = o „ A -4- A' =! o, 
suchen. Zwei dieser Puncte reichen zur Constriiction der Gleichung (l) hin.') 
Behandeln wir die Gleichung 

A -)- A' — A" = o 



*) Zar bcsonJera Besiimmung jeder der beiJeu geraden Linien, 'welche die, am Darch- 
sclinifle von zwei der gcgeheneu Geraden entsfehendcn, Winkel Iialbiren, nehmen wir hier 
uud In dem Folgenden an, die erste Axe scy der ersten der gegebenen geraden tioien 
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anf dieselbe Weise als die Gleiclinng (Oj so finden wir drei Puncte der bezügliclien Li- 
nie ffff'S", wenn wir die Durchschnilte der durch die drei Paare von Gleicliungen ; 
A = o A' — A" = o , 
A' = o A — Ä"= o, 
A"= A 4- A' = o , 
dargestellten geraden Linien construircn. 
Der drillen Gleichung: 

A — A' -f- A" = o 
entsprechen die Puncte a,S\G"; und der vierten Gleichung: 

— A 4- A' -f- A" K= o 
die Puncf e S , a, a". 

Wenn wir diese einzelnen Fälle zusammenfassen, so hahen wir also folgenden Satz: 
Wenn man in einem beliebigen Dreiecke irgend zwei Winkel und den gegenüberlie- 
genden Aussen -Win/cel, oder wenn man alle Aussen- Winkel desselben durch ge- 
rade Linien halbirt, so liegen die Durchschnitts -Puncte dieser Halbirungs -Linien mit 
den, den bezüglichen halbirten Winkeln gegenüberliegenden, Seilen des Dreiecks jedes- 
mal in gerader Linie. Auf diese Weise erhält man vier gerade Linien. Fällt man von 
irgend einem Puncte derselben. Perpendikel auf die drei Seiten des Dreiecks, oder ihre 
yerlängerungen, so ist Jedesmal die Summe zweier solcher Perpendikel dem dritten 
gleich. 

Bei unserer Annahme der Coordinaten beziehen sich die Gleichungen: 
A »f- A' -f- A" = o, 
A -f- A' — A" = o, 
— A -+■ A' I+. A" = o, 
auf den ersten Fall des ersten Theiles dieses Salzes, und die Gleichung: 

A — A' •+■ A" ^ o 
auf den zweiten Fall Dieser letztere Fall ist in den Annalcn von Gergonac*) Syn- 
thetisch bewiesen; nur werden die, die Aussen -Winkel halhirenden, geraden Linien in 
der Aussage als solche bezeichnet, die auf den andern geraden Linien, welche die Innen- 
winkel des Dreiecks Lalbiren, senkrecht stehen. 

/,5. Wir gehen znr Terallgemeinerung des. In der vorigen Nummer bewiesenen, 
Satzes über, und behandeln, wie wir dort die Gleichimg 
:ir A ± A' 4; A" = o 
behandelt haben, nun gerade anf dieselbe Weise folgende Gleichnng: 

4^ A 4; ;(A' 42 rX" ~ o, (,) 

wo wir durch fi und r beliebige constantc Coefficicnlen bezeichnen. Diese Gleichung stellt, 
wenn wir, wie früher, die Yorzeichen berücksichtigen, vier verschiedene gerade Linien 



parallei, behalten aber, der Sj-mm eine wegen, Ale allgemeine Form der Gleichung dieser 
Linie bei. Uebrigons «ntcrscheiden wir die beiden HaSbirungs - Linien nach der 33. Nummer: 
In der Figur haben wir die Puncte, weide auf Halb irangs -Linien liegen, deren Gleichung 
von der Form A 4- A' = o ist, durch lateinische Buchstaben S, S', S" bezeichnet, die 
Puncte aber, welche auf denjenigen Halb Irungs -Linien liegen, deren Gleichung die Form 
A — A' = o bat, durch griechische Buchstaben ff, a\ a", 
*) Annales de mafh^matlques pures et applique'es par Gergonne. Tome X. p, 202. 
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dar. Wenn w von irgend einem Puncle, der auf einer derselben liegt, Perpendikel 
auf die drei gegebenen geraden Linieij fallen, und aus jedem derselben und den durch 
m, ^m und rni (wo mrfiir m, wie in obiger Gleichung, die Linien -Einheit nehmen kön- 
nen) dargestellten Linien Rechtecke bilden, so ist die Summe zweier derselben immer 
dem dritten gleich; wo auch der Punct angenommen werden mag. 

Nehmen wir m = -: — , /im = -. ~, und vm = -, — -, so geht die Gleichung ( l ) 
sm y sm y sm y o ^ ^ 

über in folgende : 

sm y sin y sin y" 

in eine Gleichung, die wir nach der 28. Nummer zu deuten wissen. 

Alle Puncte also, von denen man an jede von drei gegebenen geraden Linien unter 
einem beliebigen aber constanlen Winkel (;', / und /') gerade Linien ziehen kann, so 
dafs die Summen irgend zweier derselben der dritten gleich sind, liegen auf vier neuen ge- 
raden Linien vertheilt. 

tö. Wir können die Gleichung 

A •+• fik! 4. vh." = o, CO 

die wir, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, von der Gleichung (l) absondern, ähnlich 
■wie früher conslruiren. Wir finden sogleich drei Puncte derselben durch den Durch- 
schnitt folgender, paarweise zusammengestellter, gerader Linien: 
A = o, |wA' 14- vA" = o; 
A' = 0, A4- )/A" = 0; 

A" ^= o , A 4" /t A' = o ; 

Fig. 12. I^'ß ersten Linien jedes Paares sind wieder keine andere als die gegebenen geraden 

Linien selbst, die andern drei Linien aber sind, wenn /t und v gegeben sind, leicht zu 
construiren, und überdiefs bestimmen zwei derselben die dritte. Für die erste und dritte 
derselben z. B,, durch deren beliebige Annahme fi nnd v als gegeben zu beibrachten sind, 
»vollen wir, den frühem Bemerkungen rucfesichtllch der Zeichen gemäfs, in unserer Figur 
CO' und CO' nehmen i alsdann ist CO' durch die Gleichung: 

A — vA." = o 
gegeben, mithin (3^ die, durch die obige Gleichung des zweiten Paares: 

A 4- v^" = o 
gegebene, gerade Linie leicht zn bestimmen. Hiermit ist also die Construction dreier 
Puncte S, S" und S' der in Rede stehenden geraden Linien (9) gegeben. 
Fig. 13. Aehnhch ergehen sich für jede der drei andern in der Gleichung (l) begriffenen Glei- 

chungen, drei Puncte. Die Zahl der verschiedenen Puncte, die wir im Ganzen erhal- 
ten, beläuft sich auf sechs, und diese sechs Puncte S, S', S", <r, 0,0" bilden ein voll- 
ständiges Viereck. 

47. Um dem eben bewiesenen Satne eine bequemere Aussage zn gehen, wollen wir 
dieselbe, wie wir es am Ende der 37, Nummer gethan haben, auf das vollständige Vier- 
eck G"00"0"'C'0' beziehen. Wir können alsdann die beiden Diagonalen des einfachen 
Vierecks 00'" und O'O", welche sich in C schneiden, und die beiden Paare gegenüberlie- 
gender Seiten desselben, als die durch obige Gleichungen: 

f.iA.'-^v.\." = 0, {^^ fiK' = 0, A-^vS-' =0, 
dargestellte sechs gerade Linien nehmen, wobei wir C'C, C"C und C'C als die drei gege- 
benen. Geraden betrachten. Hieraus ergibt sich denn folgender Satz : 
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Wenn man in einer vollständigen vierseitigen Figur durch den Durchschniti zweier 
Diagonalen und die beiden Puncie, welche die dritte Diagonale verbindet, zwei gerade 
Linien zieht, so bestimmt jede von diesen Linien noch zwei Durchschnitts- Puncte auf 
den Seiten des Vierecks, welche vier Puncte nebst den Durchschnitts- Puncten der bei- 
den ersten Diagonalen mit der dritten, die sechs JVinkel- Puncte einer neuen vollstän- 
digen vierseitigen Figur sind: so da/s man also viermal drei derselben zusammenstellen 
kann, die in gerader Linie liegen. 

Der Anblick der Fi'gar zeigt, dafs die Bezieliung der Leiden vollsländigcn Yierccte 
za einander eine durchaus gegenseitige ist. 

A3. Wenn wir die drei, das Dreieck CC'C" Lildenden, geraden Linien wieder als nr- 
spriin^Uch gegeben bctracblen, so gehören zur Construction unseres Salzes (zur Bestim- 
mung von ft und v') nur zwei obiger sechs Puncte S,S',S", <y,a und c", die nicht auf der- 
selben Dreiecksseite liegen. Wenn wir von jenen Piincten drei nehmen ((7,(7',ö''; S,o',S"; 
S, S', ff" oder tr, S',S";) , von denen einer auf jeder Seite des gegebenen Dreiecks oder de- 
ren Verlängerung liegt, so folgt unmittelbar ans der Construction, dafs, wenn man von 
diesen Puncten nach den gegenüberliegenden Spitzen des Dreiecks (C,C',C") gerade Li" 
nien zieht, diese drei Linien sich in demselben Puncto (O, O', O", O"',) durchsetzen. 
Hiernach haben wir denn folgenden Satz: 

Wenn die Winkel- Puncte eines Dreiecks in die Seiten (oder deren Verlängerungen) 
eines andern Dreiecks fallen, und überdlefs diejenigen drei geraden Linien, tvelche die 
gegenüberliegenden Spitzen der beiden Dreiecke verbinden, sich in demselben Puncte 
kreuzen, so schneiden sich die, diesen Spitzen in beiden Dreiecken gegenüberliegenden, 
Seiten in dreien Puncten, welche in gerader Linie liegen. 

hO- Die nächstfolgenden Bemerkungen gestatten, die in Piede stehenden Construc- 
tionen noch auf eine andere Weise zu bezeichnen. Seyen CG' und C"C die beiden er- 
sten der gegebenen geraden Linien, und G"S" und C"<r" zwei andere, welche durch die 
beiden Gleichungen: 

wo wir für fi irgend eine beliebige Zahl nehmen, gegeben sind. Aus der Natur der bei- 
den letzten Linien ergibt sich, wo wir auch S" und a" nehmen mögen, zwischen den von Fig. 14, 
S" und a" auf die beiden ersten Geraden gefällten Perpendikeln folgende Beziehung: 
S" K ^ ^ 
S" L a 7.' 

also haben wir folgende Proportion: 

a'X: S"L = tt'V: S"K, 
woraus sich denn ferner ergibt, wenn wir die Figni- ansehen: 
(7"C: CS" = <r"C: S" C. 
Die als beliebig zu betrachtende gerade Linie u"G ist also durch die vier geraden Li- 
nien, welche von C" ausgehen, harmonisch gctheilt; d. h. der eine äuXsere Abschnitt 
verhält sich zum mittlem Stücke, wie die ganze Linie zum andern äiifsern Abschnitte. 

In Fig. 13 ist hiernach jede der drei gegebenen geraden Linien harmonisch getheilt, Fig. 13, 
nemlich CG in S und o; C"G in S' und ü\ endlich CG' in S" und o". 

50. An die 47. Nummer schliefst sich also folgender bekannte Satz: Fig„ l5. 

Zwei Diagonalen eines vollständigen Vierecks (00"',0'0") theilen die dritte Diago- 
nale {CC) harmonisch. 
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51. In der Constrnction der 13. Figiir sclmeiden sicli sowol die beiden geraden Li- 
nien o"S' und o'S", als die heidcn andern a"& und S"S' auf der geraden Linie C"C', 
Diefs wird dadurch bedingt, dafs C"G und CG harmonisch gethcüt sind, und in einem 
entsprechenden Thcilungs-Punctc sich schneiden. 

Wir verweilen nicht langer bei diesem Satze, noch bei andern Sätzen, die mit den- 
selben verwandt sind; es genügt uns darauf aufmerksam gemacht zn haben, wie die Theorie 
der harmonischen Theilung, die in der neuern Behandlung der Geometrie von so grofsev 
Bedeatnng Ist, sich an die analytischen Formen, mit denen wir uns in den letzten Num- 
mern beschäftigt haben, nnmitLelbar anschliefst. Wir können dieselbe als eine syntheti- 
sche Umschreibaiig jener Formen betrachten und wir durchblicken hierin einigermafsen 
den Grund, warum sie so leichte Beweise liefert. 

52. Wir wollen um diese Gruppe von Sätzen — die ganz unmittelbare Folgerungen 
aus der Form des Ausdruckes für den Abstand eines gegebenen Punctes von einer gege- 
benen geraden Linie sind — zu schUeCsen , noch ein letztes Beispiel nehmen ; wir wollen 
nemllch zu den drei gegebenen geraden Linien, die wir bisher genommen haben, noch 
eine vierte hinzufügen. Es sey 

y = a"'x "f" h'" 
die Gleichung derselben, und der Kürze wegen setzen wir wiederum 

(y — a"'x ■ — b") cosa" = A'", 
wo «'" den Winkel bezeichnet, den die Gerade mit der ersten Axe bildet. Alsdann er- 
balten wir für den Ort solcher Puncto, für welche die Summe der Abslände von denbei- 
den ersten gegebenen Geraden gleich ist der Summe der Abstände von den beiden Übri- 
gen, folgende Gleichung; 

^A ±;A' = rH A"± A'", 
welche in acht einzelne von einander verschiedene Gleichungen zerfallt: 
A •+■ A' -f- A" -f- A'" ■■= o , 
A -h A' -+■ A" — A" = o , 
A4- A'~- A"4-A"' : 
A — A' -H A" -f- A'" = 
. . _ A •+• A' -I- A" -f- A'" = o, 
A-hA'— A"~A"' = 
A — A' — A" ■+. A'" : 
A — A' •+• A" — A"' = o . 
Zu denselben acht Gleichungen waren wir gekommen, 
ausgegangen waren, dafs z. B. die Summen des zweiten und dritten Abstandes der Summe 
des ersten und vierten Abstandes, oder auch, dafs die Summe dreier beliebiger Abstände 
dem übrigen Abstände gleich seyn solle. Auf jeder der durch die letzten Gleichungen dar- 
gestellten acht geraden Linien liegen also diejenigen Puncte verlheilt, die zn den vier 
gegebenen Geraden die Beziehung haben, dafs entweder die Summe zweier Abstände 
gleich ist der Summe der beiden übrigen, wo wir auf drei verschiedene Weisen combini- 
rcn können, oder dafs die Snmme von dreien Abständen dem vierten gleich ist, wo wir 
wiederum vier verschiedene Fälle erhalten, so dafs im Ganzen siebenerlei Bestimmun- 
gen Statt finden können. 

Wir können diese Gleichungen nach der nun schon öfter angewandten Methode con- 
Strniren, indem wir die Glieder jeder Gleichung in zwei Theile absondern, jeden dersel- 
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ten für sich gleich Nall setzen, nnd die neacn so crhalienen beiden Glclchimgen con- 
iStruircu. Auf diese Weise giht der Durchschnitt zweier Liniea einen Punct derjenigen 
Linie, die wir hestimmen wollen. Es kommt hierbei Alles darauf an, dafs die Zerlegung 
uns za Formen führe, in welchen wir hckannte Constructionen wiedererkennen. Wir er- 
reichen dieses Ziel, indem wir immer zwei und zwei Glieder der zu construjrcnden Glei- 
chung zusammennehmen. Als Beispiel mag die zweite obiger Gleichungen dienen: 

A -f- A' -f- A" — A'" = o". 
Wir erhalten drei Punctc der hezciglichen geraden Linie durch den Durchschnitt der 
einzelnen Linien , der durch die folgenden Gleichungen dargestellten drei Linien-Paare: 
A-4-A' = o, A"— A"'=o; 
A'4-A"= o, A' — A'"= o; 
A — A"= o, A'-f.A" = o. 
Auf diese TV eise sind also drei Pnncte O, O', und O" gegeben, welche in gerader Li- ^ig' 
nie liegen. Jede der letztern Linien halhirt einen der durch den Durchschnitt der ge- 
gebenen Geraden gebildeten Winkel. 

Die ähnliche Construction der iibrige.n sieben Gleichungen gibt uns noch siebenmal 
drei Puncte, die in gerader Linie liegen. 

Esist jedoch hierbei zu bemerken, daCs die Zahl der verschiedenen Puncte, die wir 
au£ diese Weise erbalten, nur zwölf beträgt, was sich leicht aus der Art, wie wir 
zur Bestimmung jener Puncte durch Combination der verschieden accenluirten Ä gekom- 
men sind, ergibt, 

Die geraden Linien, deren Construction wir eben angezeigt haben, sind also die ge- 
suchten geometrischen Oerter für Puiicfp, zwischen deren Abstanden von den vier gege- 
benen geraden Linien eine der angezeigten sieben Bestimmungen Statt findet. Wir sehen 
leicht a priori ein, dafs sich diese sieben einzelnen Falle auf die Puncte der acht Seg- 
mente beziehen, die auf jedem jener Oerter durch die drei Constructions -Puncte, und die 
Durchschnilts-Puncte mit den gegebenen vier geraden Linien bestimmt werden. Es würde 
lins von unserm Zwecke zu weit abführen, wenn wir hier in eine detaillirte Discussion 
eingehen wollten. Die in Rede siebenden acht Segmente sind für den Fall des in der 
lö. Figur construirten Ortes: AB , BC, CO", 0"D, DE, ED, 00' und O'F. Die beiden 
äufsersten Segmente bezichen sich auf denselben Fall. 

53. Diese Erörterungen sind noch einer grüCsern Ausdehnung fähig, besonders wenn 
man, wie wir es an frühem Beispielen gezeigt haben, die Construction aus verschiedenen 
Gesichts -Pun et en betrachtet, W^ir ziehen aber blofs aus den bisherigen Entwickelungen 
die nachstehenden allgemeinen Folgerungen; 

Wenn n gerade Linien gegeben sind, so erhalten wir für den geometrischen Ort sol- 
cher Puncte, für welche die Summe der Abstünde von (n— m) geraden Linien, welche 
wir beliebig tinter den gegebenen nehmen, gleich ist der Summe der Abstände von den 
übrigen m Geraden, immer gerade Linien, oder bestimmter ausgedrückt, Segmente der 
selben, (Wir bezeichnen hierbei durch m eine behebige ganze Zahl unter n,) Die Zahl 
dieser geraden Linien ist leicht zu bestimmen; man erhält dieselbe, indem man die Zahl 
der verschiedenen Gleichungen sncht, die in derjenigen enthalten sind, die man be- 
kommt, wenn man das Aggregat aller Ausdrücke für die Abstände von den einzelnen ge- 
raden Linien, Ausdrücke, die wir oben durch die verschieden accentuirten A bezeichnet 
haben, nimmt nnd dabei jeden derselben mit dem doppelten Vorzeichen verbindet. 

k 
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Bezeictnct n eine ungerade Zahl, so ist die Zahl tlcr verschiedenen Gleichongen: 
n n(n-l) n(n-l)(n-g) n (n~l)(n-a) . . . (n-(r-l» 

1 1. 2 1. 2. 3 -^ - ■ ■ ^ 1, 2, 3 . . , r 

■WO r gleich zu nehmen ist . Lczeichnct aber n eine gerade Zahl, so ist r gleich -, 

alsdann müssen wir aber nur die Hälfte des letzten Gliedes der vorstehenden Reihe nch-' 
men. Für die Summe dieser Reihe erhalten wir, ii mag eine gerade oder ungerade Zahl 
seyn, immer 2"~*. Es steigt also die Zahl der in Rede stehenden einzelnen geometri- 
schen Oerter in geometrischer Progression. 

Sil. Auch wenn n eine gröCserc Zahl bcdentet, können wir jeden der einzelnen linea- 
ren Oerter nach der frühern Methode constrniren. Wir theilen nemljch die Glcichvmg 
desselben beliebig in zwei Theile und construiren die durch die beiden einzelnen Theile 
dargestellten Linien j der Durchschnitt derselben ist ein Punct der gesuchten. Um die 
beiden Theile zu construiren, theilen wir jeden derselben von Nenem in zwei Theile, und 
fahren so lange damit fort, bis wir zu zweitheillgcn oder cinthctilgen Gleichungen kommen, 
von welchen wir die erstem durch Winket - Halbiran g construiren können, und von wel- 
cher die letztem den gegebenen geradeji Linien entsprechen. 

Es ist offenbar, dafs wir jede beliebige der oben bestimmten Gleichungen, deren. Ge- 
sammt-Zahl 2" betragt, z. ß. diejenige, in welcher alle Glieder mit dem Zeichen -♦- 
erscheinen, aufa""' — i verschiedene Arten in zwei Theile zerlegen kijnncn. Wir er- 
halten also eben so viele Constructions-Puncte, unter denen sich aach die Durchschnitts- 
Puncte der zu construlrenden Oerler mit der gegebenen geraden Linie befinden. Diese 
Puncte bestimmen auf der bezüglichen geraden Linie 2"~' Segmente, von denen die bei- 
den äufsern nach einer Seite hin unbegränzt sind. 

Den einzelnen Segmenten entsprechen die 2"""'— i einzelnen Bestimmungen, welche 
die oben gemachte Bestimmung, dafs nemlich die Summe der Abstände von (n— m) ge- 
raden Linien der Summe der Abstände von den übrigen m Geraden gleich ist , in sich hegreift, 
wenn wir einmal jene (n — m) geraden Linien auf verschiedene Weise unter den n gegebenen 
answahlen, und dann für m nach einander alle Werthe von i bis (n—i) nehmen. Den 
beiden äufsern und mibogr'änzten Segmenten wird immer dieselbe Bestimmung entsprechen. 

Wir verweilen nicht bei den Modificationen, welche die letzten allgemeinen Erörte- 
rungen erleiden, wenn wir zuvor jeden der verschiedenen Abstände mit einem beliebigen 
Coeftcienten mnltipliciren und dann Bestimmungen treffen, die den vorigen ähnlich sind. 

55. In den folgenden Nmnmern, die noch für die Theorie der geraden Linie be- 
stimmt sind, wollen wir die analytische Geometrie besonders zum Beweise solcher Sätze 
anwenden, die sich auf den gemeinsamen Durchschnitt dreier oder mehrerer gerader Li- 
nien in demselben Pnncte und auf das Liegen dreier Puncte auf derselben ge- 
raden Linie, beziehen. In diesen Beweisen ist die Coordinaten-Methode einer grofsen 
Biegsamkeit fähig und namentlich ist die Wahl der Axen hier von Bedeutung, So sind 
wir bereits schon auf Beispiele gestofsen, wie darin, dafs eine Gleichung durch Abziehen 
zweier andern von einander erhalten wird, der Beweis davon liegt, dafs die bezüglichen 
Geraden sich in demselben Puncto schneiden; andere Beispiele zeigten, wie aus der Con- 
straction einer linearen Gleichung, die unmittelbar durch die Form derselben angedeutet 
wurde, der Beweis sich führt, dafs drei, geometrisch bestimmte, Puncte in gerader Linie 
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liegen. Wir wollen min znnächst allgemeine Schemata dieser Beweise entwickeln und 
dann Beispiele folgen lassen, bei deren AaswaU unser Hanpl-Aiigcnmerk auf denVer- 
gleicli der Melliode gericlitet ist. 

56. Scyen: . ^ 

y= as4-]>, (0 

die Gleichnngcn dreier gerader Linien, die durch denselben Panel gehen. Wir haben (39) 
gesehen, dafs die allgemeine Form aller Gleichungen für solche gerade Linien, die durch 
den Durchschnitt der beiden ersten Jener Linien gehen, folgende ist: 

J>a nun die dritte gegebene Gerade, der Voraussetzung gemäfs, durch den Durch- 
schnitt der beiden erstem geht, so mufs /i in der letzten Gleichung so gewählt werden 
können, dafs 

Durch jede dieser Gleichungen können wir den ursprünglich als beliebig angenommenen 
Goefficienten fi bestimmen; sollen beide Gleichungen zugleich Statt finden, so gibt uns 
die Elimination von fii 

Da- Ab+i5A-15a— ;3a4- btt = o, (3) 

oder wenn wir in Beziehung auf die Constanten der dritten gegebenen Geraden ordnen: 
A(,a-b} — B(«-a)-f-ba — |3a = o. (,) 

Diefs ist mithin die gesuchte Bedingungs- Gleichung zwischen den Constanten der 
drei Gleichungen (1), damit die bezüglichen Geraden sich in demselben Puncte schnei- 
den. Diese Gleichiuig ist, wie zn erwarten stand, in Beziehung auf die entsprechenden 
Constanlen der drei Gleichungen symmetrisch. 

57. Wenn die Gleichungen der gegebenen Geraden unter folgenden Formen er- 
scheinen : 

py4.qx=pq, 

py-}-qs = p<j', 
p"y4-q"K = p"q",^ 
so formen wir dnrcli die gehörigen Substitutionen die Bcdingungs-Gleichung (3) leicht in 
folgende tim; ,.,",, 

q'q p (p— p ) + qq p {p — pj'^qqp (p-p) = O, CO 

53. Esseyen ferner: y = «s 4, ^, 

y = ax -f- b; 

y — j/X 4- <^, 

y Ä ex 4- d; 

y = /x 4- Ä.5 

y = kx 4^ i; 
die Gleichungen von sechs geraden Linien; M^ir wollen die Bedingung bestimmen, dafs 
die Darchschnitte der ersten und zweiten, der dntten und vierten, der fünften und sechs- 
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ten in gerader Linie liegen. ^Vi^ können die Sache auf folgende TVeise angreifen. Be- 
zeichnen wir durch ft wieder einen unLcstlmrateuCoefficienten, so ist die allgemeine Form 
der Gleichung, die eine gerade Linie bedentet, welche durch den Durchschnitt der beiden 
ersten Linien geht : 

(l-i-f')j = (a-i-fta)% + h-hfiß. 
Ebenso ergibt sich, wenn fi und ft" zwei neue unbestimmte Factoren bedeuten: 

(H-^")y == (k+;t"x)x4- \-t-fi"X, 
für die allgemeine Form der Gleichungen solcher gerader Linien, die durch den Durch, 
schnitt der dnltcn und vierten nnd der fünften nnd sechsten obiger Linien geben. 
Durch gehörig genommene Werthe für /.i,i4.' und ^", positive sowol als negative, erhalten 
wir jede einzelne gerade Linie, welche obigen Bedingungen Genüge tbut. Sollen die drei 
Durchschnitts -Puncte in gerader Linie liegen, so müssen sich jene Coefiicienten so be- 
stimmen lassen, dafs die drei letzten Gleichungen identisch werden nnd dieselbe gerade 
Linie bezeichnen. Diefs erfordert aber; 

a-f-ji« ^ c-i-/.:'y __ k-hfi'x 

h- i-ftß _ ä-h/i'S _ l-+-/t"^ ^" 

i-H/i ~ 4-1+/^' "" t-H-A^"' 
und somit haben wir Vier von einander unabhängige Gleichungen zwischen fi,//,/^' und 
den Constanten der sechs Geraden. \Tenn wir fi,fi und /t" climiniren, so erhalten wir 
die gesuchte Bedlngungs - Gleichung. Die Elimination hat keine Schwierigkeit. In ein- 
zelnen Fällen lassen jene Gleichungen sich geradezu verificiren, alsdann Ist jene zur Be- 
weisführung nicht mehr nüthig. 

Sg. Wir kommen aber noch schneller und zugleich auf eine noch elegantere Welse 
zum Ziele, wenn wir die Gleichung der geraden Linie, welche die drei Durchscbnitle 
enthält, in die Rechnung einführen. Für diese Gleichung wollen wir folgende nehmen: 

y = Ax-f-B. _ (7) 

Da nun die beiden geraden Linien jedes der drei Paare sieh auf dieser letzten Linie, den 
Voraussetzungen gemafs, schneiden) so gibt uns die 56. Nummer sogleich folgende drei 
Gleichungen : 

Af,?— b)— B(rt— a)4- b« — ^a = o, 
A(rf— d)— B{;' — c)H-d;' — Jc = o, (s) 

A(l— 1) — BCit— k)+ U — Jlh =0. 
Auf diese drei' Bedingungs-Glelchungen werden wir geführt, wenn wir die gerade 
Linie, welche die Durchschnitts -Puncte enthält, als gegeben betrachten, mithin Ä undB 
als bekannt. Ellminiren wir eine dieser Gröfsen, so reducirt sich die Zahl der Bcdingungs- 
Gleichungcn auf zwei. Durch Elimination von B z. B. ergibt sich; 

A[(j9— bXy— c)— (J— d)(a— a)} -}- (ba-/3a)(j^c) — (d)'— (rc)(«— a) = 0, 
A{(?~b)(«-k)— (V-l)(«~a)[ 4- {b«-|9a)(«-k)-(lx-).k)(«~a) = o. ^'^ 
Diesen beiden Gleichimgen mufs Genüge geschehen, wenn die Durchschnitts -Puncte 
auf einer geraden Linie liegen sollen, deren JRichtung durch A bestimmt ist. Elimlniren 
wir anch A, so kommt; 

(b«-^a)(;>-c) - (d;^ Jc)(a-a) ^ (b«-^a](x-k) ^ !}^-~X kXa~3.) 
(^J,) iy—c)^ (d— d) («-a) (ß—b)(x-k)~~ (i— 1) [a-a)' ^''^ 
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mid diese BedlngQngs-Glcicliung;, welche weder A noch B enthält, ist die gesuchte. "Wii" 
sehen also, dafs es hei den letzten Entwickeiuiigen nur auf die Form der eingeführten 
Hiilfs- Gleichung CD ankommt, imd hierin zeigt sich die Methode in ihrer ganzen Pieinheit. 

60. Die Gleichung (10) erleidet durch Fortschaffnng der Nenner noch eine kleine 
RedacLion. Unser Zweck war ahcr mehr zu zeigen, wie man leicht zu dieser Gleichung 
gelangen kann, als dieselbe zu entwickeln. Denn für besondere Falle würde es mühsam 
scyn, zu untersuchen, ob die Cocfficienten von sechs verschiedenen Gleichungen der eben 
entwickelten Genüge thnn, um zu heweisen, dafs die geraden Linien, welche sie darstel- 
len, paarweise genommen sJcK in drei Puncten schneiden, die in gerader Linie Hegen. 
Für jeden einzelnen Fall gibt es eine leichteste Art-, die Sache anzugi-cifcn und selten 
nur brauchen wir die End-Gleichung selbst zu entwickeln. Besonders einfach wird der 
Beweis, wenn der Anfangs-Punct der Coordinaten sich füglich in einen der Durchs chnltls- 
Punctc legen lafst. Ueherhaupt müssen wir jedesmal eh wir zürn Beweise selbst überge- 
licn, uns ein Schema desselben entwerfen. Wir wollen einige Beispiele geben. 

öt, Soy YOX ii'gend ein beliebiger "Winkel, dessen Schenkel wir zu Coordinaten- Fig. : 
Axen nehmen; alsdann sind 

py-t-c[x = pq, 

v'y -H q'x =- p'q, 

die Gleichungen zweier gerader Linien PQ und P'Q', welche von der ersten Axe die 

Segmente p und p', von der zweiten die Segmente q und cj' , altschneiden. AYir wollen 

die Gleichung derjenigen geraden Linie bestimmen, welche durch den Durchschnitt der 

beiden gegebenen und den Anfangs-Punct der Coordinaten geht. Um diese zu erhalten, 

müssen wir die beiden Gleichungen (l) so mit einander verbinden, dafs wir zu einer Glei- 

chung von der Form : , 

" y = As 

kommen. Multlpllclrcn wir zu diesem Ende die erste Gleichung mit p'q', die zweite mit 

pq, und ziehen ab, so kommt: 

pp'(q'—i)y -f- qq'(p'— p)=' = '^> ^'^ 

mitbm: A = - Ä=£^ . 

pp'(q'-q) 

62, Wir schalten. hier einige Entwicklungen ein,, worauf uns die Form des Ausdrucks Fig. 
Ton A führt. Nehmen wir nemllch für einen Augenblick an, der Coordinaten-'WInkel 
sey ein rechter, und machen überdies die Voraussetzung, dafs die beiden durch (1) be- 
zeichneten Geraden aufeinander senkrecht sieben, dafs mithin: 

a = -., 
pp 

50 redcicirt sicii die Ictzle Gleichung auf: 

q-q 

Das Verhältnifs der auf den beiden Axen bestimmten Segmente (p' — p) und (q' — q) Ist 

also gleich der trigonometrischen Tangente desjenigen "Winkels , welchen die Gerade (2) mit 

der ersten Axe bildet. So lange sich also die beiden auf einander senkrechten Geraden (l) 

in demselben Puncte, oder allgemeiner in einem beliebigen Puncto einer festen durch O 

gehenden geraden Linie (2) schneiden, ist jenes Yerhältnifa constant. Es ist 

PP' nTt 

__-,= _-, = tangoc 
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Wir haben also folgenden Salz bei 

Wenn die Schenkel zweier rechter Winkel, von denen wir einen als fest und uni>er- 
Underlich betrachten, bis zum gegenseitigen Durchschnitt verlängert werden, so bleibt 
das Verhältnifs der Segmente, die auf den Schenkeln des ersten yVinkels bestimmt (»er- 
den, immer dasselbe, wie man auch den ziveüen rechten Winkel um seinen Scheitel dre- 
hen, und wie man auch diesen Scheitel auf derjenigen geraden Linie, welche die Schei- 
tel der beiden ursprünglich angenommenen Winkel verbindet, fortrücken läßt. 

"Wenn die oben durch (2) bezolchnele Gerade den ersten rechlen Winkel halbirt, 
SO ist: 

A = 1, 
mithin sind die Segmente (p'— p) und (q— q) einander gleich. Es ist also : 
QQ' = PP'. 
Fig. 19- Wenn man in irgend einem rechtwinkligen Dreiecke den rechten Winkel durch 

eine gerade Linie halbirt, und im Durchschnitts- Puncte dieser Linie mit der Hypotenuse 
des Dreiecks ein Perpendikel errichtet, so bestimmt dasselbe auf den Katheden , ißie eine 
derselben verlängert), gleiche Segmente. 

Fig. 17. 63. Nach diesen Abschweifungen nehmen wir den abgebrochenen Faden wieder auf 

ond wollen nun die Gleichung einer geraden Linie suchen, welche durch den Anfangs - 
Punct der Coordinaten und den Durchschnitt der beiden geraden Linien PQ' und P'Q 
geht. Die Gleichungen der letztgenannten Linien sind, den Bezeichnungen der Gl. Num- 
mer gemäCs, folgende: 

py-i.qx = pq', 

pyH-qx = p'q. ^ > 

Wenn wir diese beiden Gleichungen zu einer Gleichimg von der Form: 

y = ^v . . 

verbinden, so erhalten wir die verlangte. Multip liciren wir zu diesem Ende die erste der 
Gleichungen (3) niit p'q, die zweite mit pq', und ziehen ab, so kommt: 

pp(q— q)y-qq'(p'-p)x = 0, (,) 

mithm 

A' = qq'(p'-q ) 
pp'(q'-q)' 

und da wir in der 61. Nummer für A folgenden Werth gefunden haben; 
A = - iq'^P'-P> , 

pp' cq'~q) 

«^f^V^ A-t- A' = o. 

6it. Ans diesen Entwicklungen können wir mehrere Resultate ziehen. Wird ncmlich 
eine der geraden Linien j- = Ax, y = A'x,. 

willkürlich angenommen, so bestimmt sich die andere vermittelst der Gleichung (5). 
Püickt also der Punct S auf der ersten dieser Geraden fort, so bleibt der Constructions- 
Punct ff immer auf der zweiten, die Richtung der durch S gezogenen beiden Linien SP 
und SP' ist hierbei durchaus beliebig. Die Beziehung der Linien OS und Oa zn einander 
ist reciproh. *) 

*) Man stellt leicht ein, dafs dieser und der folgende Sab Kkd gleich sclion an die Consirüc- 
tionco und das einfache Schema der 31. Nummer hätten anknüpfen lassen. Diers zeigt die 
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Nehmen wir irgend zwei der vier DurcLsclinitts-Puncte, die nicht auf derselhen Axe Fig. 20. 
liegen, z. ß. P und Q als fest, so können wir noch auf unendlich viele Art P' und Q'so 
bestimmen, dafs PQ' nnd P'Q sich auf ein und derselben geraden Linie Oer schneiden, die 
durch den Anfangs-Pimct der Coordlnaten geht; alsdann aber laufen alle gerade Linien 
P'Q' in demselb en Puncte S zusammen. 

65. Die letzten Salze bestehen auch dann noch, wenn S nncndlich weit liegt, wenn 
PQ und P'Q' parallel sind. In diesem Falle ist: 

P P' v'—p ' 

wodurch die Werthe von A nnd A' sich folgendermafsen besümmen: 

A = -i = -i A'^S=:i. 
P V P P ' 

die Gleichungen von OS und 0(T werden hiernach folgende: 
py-t-(jx =3 o oder p'x+q'x = o, 
py— qx = O „ p'y — q'x - o. 
Die erstcre der bezüglichen Geraden ist also parallel mit PQ nnd P'Q'; <lie letztere 
halbirt diese Leiden Linien, weil die 'Coordinaten der Milien derselben, ncmlichS, Ennd 

d' p' . ^ 2 

-*■) t- für y und x snhslituirt, die letzten Gleichungen verificiren. 

Setzen wir 

q' = 2q, p'= 3p, 
SO ist der bekannte Satz bewiesen, dafs die drei geraden Linien, welche in einem Drei- 
eck von den Winkel -Pancten nach den Mitten der gegenüberliegenden Seiten gebogen 
werden können, sich in demselben Puncte schneiden. 

66. Die drei in den Mitten der Seiten eines Dreiecks errichteten Perpendikel schnei- 
den sich in ein und demselben Puncte. Um Abwechselung in die Beweise zu bringen, 
wollen wir liier zwei Seilen des Dreiecks zu Coordlnaten-Axen nehmen; die dritte Seite 
ist alsdann durch die Gleichung : 

py 4- qx = 3pq 

gegeben, wenn wir die Stücke, welche dieselbe auf den Axen bestimmt, durch 2q und 

2p bezeichnen. Die Coordinaten der Mitte dieser dritten Seite sind alsdann q und p, 

und die Gleichung des in diesem Puncte errichteten Perpendikels ist: 

q cosß — p , 

wo wir, wie gewohnlich, den Coordinaten- Winkel durch |5bezelchnen. Wenn wir entwi- 
ckeln, so kommt; 

qCy-q + xc£W/9) - p(x— pH-ycosj5) = o. {■) 



üciiereinstinimung der Gleichung (s) mit der leizlen Gleichung- i^crSfl. Nummer. Biernacli ergibt 
sich dann auch ferner, oach Nummer 51, dafs jede gerade Linie von OX,Off, OY und OS 
harmonisch geschnitten wird, 
*) Seilt mau nemlich in die Gleichung (2) der 17. Kummet a' =a •>— -1, sokommt: 

— 1^*^-^^ — P 
" pcosß — q " 
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Wir Laben ferner für die beiden in den Mitten der lieiden ersten Seiten errichteten 
Perpendikel: 

y — ([-Hx cos |5 = o, 90 (9) 

X — (j -f- y cos ß = o, 20 Cs) 

Nehmen wir den Unterschied dieser beiden letzten Glcichim^en , nachdem wir die erste der- 
selben mit q, die zweite mit p mnltiplicirt haben, so erhalten wir eine Gleichung, die iden. 
tisch ist mit (1). Es schneiden sich also die hcziiglichcn Geraden in demselben Piincte. 
Einen bcmerkenswerthcn Beweis desselben Satzes werden wir In dem folgenden Ab- 
schnitte, welcher der Theorie des Kreises bestimmt ist, finden. 

Fig. 21, 67. Seyen OY und OX zwei sieb unter einem beliebigen Winkel schneidende ge- 

rade Linien, die wir als Coordinalcn-Axen nehmen, nnd PQ undPuQj, irgend zwei 
Parallele, alsdann ist, wenn wir OQ — q, OP — p setzen: 

OQ„ = nq, OP„ = np, 
wo n irgend einen beliebigen Coefficienten bezeichnet, für den wir eine negative Grüfse 
nehmen müssen, wenn, wie in dem Falle der Figur, die zwei Parallelen zu beiden Seiten 
des Änfangs-Punctes liegen. Ferner sind die Gleichungen zweier beliebiger Geraden, 
von denen die eine durch Qu, die andere darcb P^; geht, folgende: 
y— nq-+- ax = o, 

y-f-a'(x— np) = o. ^'' 

Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit a'p, die zweite mit q, und ziehen ab, 
so kommt 

(a'p— q)y+. a'(ap— q)x = 0: (1) 

die Gleichung derjenigen geraden Linie, die durch den Durchschnitt der beiden ersten 
«nd durch den Anfangs -Pnnct der Coordinaten gebt. Diese Gleltbung ist unabhängig 
von n, und wir kommen also immer zu derselben Gleichung, wie wir auch die Gerade 
P,i Q„ parallel mit sich selbst verrücken mögen, wenn wir nur a und a' auf dieselbe 
Weise bestimmen, d. h. die bezüglichen Geraden parallel nehmen. Wir können also 
auch durch Q und P zwei gerade Linien ziehen, die erste parallel mit Qn S«, die zweite 
mit Pn SnS alsdann wird der Durchschnitt S dieser Linien in die gerade Linie (2) fallen. 
Es liegen also S und S„ in gerader Linie mit dem Anfangs -Pnncte der Coordinaten. 
Hierin Ist folgender Satz enthalten : 

ffenn man um ein Parallel -Trapez irgend ein Parallelogramm beschreibt, so ge- 
lten die beiden Diagonalen des erslern und eine leicht zu bezeichnende Diagonale da 
letztem durch ein und denselben Puncl. 

Es ist zu bemerken, dafs wir den Begriff des ümschreibens ganz allgemein nehmen, 
und von einem Parallelogramm sagen, es sey um ein Trapez beschrieben, wenn die Wln- 
Fig. 21. kel-Puncte des letztern auf den Selten des erstem (Fig. 21.) oder auf den Verlangerun- 
Fig. 92. gen derselben liegen cFig. 22). 

Es folgt unmittelbar ans dem Nücbst-Yorhergebenden, dafs die vier Diagonalen zweier 
Parallelogramme, von denen das eine dem andern umschrieben ist, sich in einem vmd 
demselben Puncto kreuzen. 

68. Elimiiilren wir die Werlhe der Coordinaten ztvischen den beiden Gleichungen 
(I), so kommt: 

_ n(a'p-fj') ^ _ _ na(3p-q ) 
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Der Qnoiient dieser AusBrücte ist unabhängig von n, worin ein anücrer Beweis für 
die letzten Sätze liegt. Jeder dieser Ausdrücke ferner ändert sich in demselben Verhält 
nlsse als n sich ändert, die Eiitfcmungcn verschiedener Durchschnitts-Puncte S,, vom 
Anfangs - Punclc der Coordinaten verhallen sich also wie die bezüglichen n. 

Die Segmente der beiden Diagonalen obigen Parallcl-Trapezes und der Diagonale 
des umschriebenen Parallclogrammes, Avclcbe durch den Durchschnitt derselben gehlj 
stehen in demselben Tcrhältniss . 

69. Um die Coordinaten des Punctes C zu bekommen, müssen wir die beiden Glei- F%< 31. 
chungen voa PQn und P,iQ: 

py ■+■ nqx == npq, 

npy •+■ qs = npq, 

mit einander verbinden nnd crhaUen auf diese Weise; 

nq _ np 

^ ~ n-(-l ' * " n^-1* 

Aus diesen AnsdriicVcn folgt : 

y: ng = x; np = l: n-fil) 
worans ferner sich ergibt : 

y : nq — y = X ; np — X = 1 : n, 
und endlich mit Beziehung auf die Figur (wo die Werthe von y nnd x negativ sind) ; 
CP : CQ„ = OQ : CPn = I : n. 
Wir können nun das eben Bewiesene auch in Bcziehnng anf das Dreieck CQn P,i 
aassagcn. Setzen wir n = — 2, und nehmen überdiefs an, Q,iS„ und mithin auch QS 
stehen senkrecht auf QJ^m so wie P,, S« und PS anf PQi,) so haben wir folgenden zu- 
erst von Euler in den Petersburger Commentarien*) synthetisch bewiesenen Satz: 

Die DurchsckniUs - Puncto erstens der von den JVinkel-Punclen irgend eines Drei- 
ecks auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Perpendikel, zweitens der von Jenen 
nach den Mitten von diesen gezogenen geraden Linien, und drittens der in diesen 
Mitten errichteten Perpendikel liegen in gerader Linie, und zivar liegt der zweite Punct 
smschen den beiden andern, so dafs er vom ersten doppelt so 0eii absteht als vom 
dritten. 



70. Um eine andere Art der Beweis-Führung noch anzuwenden, wollen wir folgen- 
den Satz nehmen: 

Wenn zwei Puncte Q nnd P gegeben sind, nnd wir legen dorch jeden dieser Ptmcle Yn 
drei beliebige, unbestimmt verlängerte, gerade Linien, die wir durch I, II, W. und 
1, 2, 3 bezeichnen wollen, so schneiden sieh i und 2, 11 and 1 in zweien Punclen M" 
und ai,; ferner schneiden sich I und 3, III und l in M' und M,, und endlich 11 und 3, 
m und 2 In M° nnd M^. Ziehen wir nnn die geraden Linien M"M„, M'M,, nod &I0M»: 
ISO vereinigen alle drei sich in demselben Puncle, in H. 

Um diesen Sati zu beweisen, legen wir diebeidenAxen durch diebeidengcgcbenDnPunc- 
te Q und P, machen aber noch keine Bestimmung über den Änfangs-Ptinct, den wir also 
einstweilen beliebig annehmen. Legen wir nun die zweite Ase diKch O, so haben, wiv 



*) Ko-v-; Cornm. Pctrop. T. Xl, 
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für die GleicLniigen der drei geraden Linien , die durcli diesen Punct gehcti , Gleichungen 

von folgender Form i , p.. , 

° y — y -f-ax = o lur I, 

y — y'4-a's = o „ II, 

y— y'-4-a"x = „ III; 

und eljenso haben wir für die drei übrigen geraden Linien, welche dnrcli den, auf der 
ersten Ase liegenden, Punct P gehen, Glelchnngcn , die imter folgender Gestalt erscheinen; 

y -h K (x — x') = o für I , 

y-(-ß'(x — x') =0 „2, 

y-f-«"CK— X) = o „ 3. 

"Wenn wir die Gleiclmngen für I und 2 verbinden, so gil)t uns die Elimination von 
y imd X die Coordinaten des Durchschnitts -Piinctes M". Für diese Coordinaten, die 
wir durch Y" und X" bezeichnen wollen, ergibt sich sogleich: 

d — a ' d — a 

Auf dieselbe Weise erbalten wir die Coordinaten des Punctes M^^, die wir durch Y„ 
und X^^ unterscheiden wollen , durch "Verbindung der beiden Gleichungen für II und 1. 
"Wir kommen aber auf der Stelle zum gewünschten Piesultate, wenn wir in den Wertben 
für X" und Y" blofs ä mit a. und a mit a' verlauschcn, und finden auf diese Weise: 

«■ — a " a- — a 

Wir haben ferner fiir die gerade Linie, welche durch M" und M_, geht, folgende 
Gleichung : 

(X" — XjOy — (V — YJx-4- Y"X _YX"=%<'- 
und wenn wir die oben für X", Y", X„ und Y, geftindenen Wcrthe in das von y und x 
nnabhängige Glied der letzten Gleichung subslituiren, und dieses Glied durch C" bezeich- 
nen, so finden wir nach einer einfachen Kediiction: 

(,„_ __ (ct'^ct)y''— (aa— aa')y'x'-t-c(w'(a— a)x» 
" («'-al(a-a) 

Setzen wir endlich, ohne weiter zu entwickeln: 

X"— X,,= A", — (Y"~Y.,) = B", 
so erhalten wir für die Gleichung der geraden Linie M'RI,: 

A"y-+-l>"x -f- C" = o 
Bilden wir anf dieselbe Weise die Gleichungen der beiden andern Linien, von denen die 
eine durch M' und 51 , die andere durch M" und Rio geht, so bekommen wir Gleichungen 

von derselben Form: ., „, ^, 

A y -r- B X 4. C = , 

Ay4-Bx-t*C = o, 
deren Constante wir durch hlofsc Accent-Vcvtauschung erhalten. Für unsern Zweck brau- 
eben wir blofs die Ausdrücke für C und C zu kennen. Wir erhalten den erstem der- 
selben C', wenn wir in dem Ausdrucke für C'dle einmal accentuirten Buchstaben zwei- 
mal acccntuiren; wir erbalten C, wenn wir in dem Ausdrucke für C die nicht accen- 
tuirten Buchstaben einmal acccntuiren. Wir bekommen auf diese Weise: 

°^ («"-a)C«-a") 

C = — (""— ^')y' "— («"a' -o:'a ")y'x'+a V'(a'— a"}x'^ 
C«"-a'}(«'-a") 
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Da wir üLer den Anfangs-Punct «ler Coordinaten dnrcliaus keine BestimTHong; gc- 
ntaclit liaLen, so können wir mm annehmen, wir hatten urspTüngUch nnscre IVeclmung in 
der Voraussetzung anj^elegt, dafs jener Punct sich im Durchschnitte der beiden geraden 
Linien M"M„ und M'M, liefinde, dafs mithin C" = C = o. DIcfs giht uns aLer zwischen 
den Constanten der gegebenen sechs Geraden folgende beiden Bedingungs - Gleichungen : 
C«' - «)y'3-. («■ a— «a )/x -h aa (a— a' )x' ^ = o , 
(«"- «)y'*- C«"a-«a")/s'-f- ««'■ Ca-a'>' ^ = o . 

Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit a" , die zweite mit ß, und Kiehen 
alsd^jnn jene von dieser ab , so kömmt ; 

a {(«■■-«')y'ä— (aV— «■a")ys'-I-«'«'(a'-a")x'»j = o. 

Diese Gleichung^ zeigt, dafs auch G gleich Null ist; dafs also auch die dritte gerade 
Linie M^Mq durch den Anfangs-Punct der Coordinalcn, d. h. durch den Durchschnitt 
der beiden ersten Geraden M"öl^ und M'M, geht; — und eben diefs wollten wir beweisen. 

71. Da wir nun aber die drei geraden Linien, welche durch joden der beiden Punctc 
Q und P gehen, in beliebiger Ordnung nehmen können, so finden wir durch cntspre- 
cliende Constructionen sechs verschiedene solcher Puncte, in welchen drei gerade Linien 
sich schneiden, von denen jede durch zwei der neun Puncte geht, die durch den Durch- 
schnitt der drei erstem Geraden mit den drei letztem entstehen. Zur bequemern Bezeich- 
mmg stellen wir, wie oben schon geschehen, die drei Geraden, welche durch Q gehen, 
durch I, II, III; diejenigen, welche durch P gehen, durch 1, 2, 3 dar; den nuvchschnitt 
von I und 1 bezeichnen wir durch (I, 1) den Durchschnitt von I! und a durch (II, 2), 
und so fort; endlich die gerade Linie, welche durch (I, 1) und (11, 2) sich legen läfstj 
durch (I, l)(II,2), und dem entsprechend die übrigen in l\ede stehenden Linien, Dicfs 
vorausgesetzt, haben wir folgendes Schema: Es schneiden sich 

(i,aXii,i), (i,3Xm, 1), (n,3Xin, 2) in R, 

(r, a)(n,3), (1,1X111,3), (ir, iXni.a) „ S, 

(I, i)(n, 2), (1, aXm, a), (n, aXm, i) „ T , 

(i,iXn,3), (i,2)(ni, 3), (II, 2XHI, 1) „ u, 

(I,3)(II,1), (I,2)(m, 1), (11, 2)aii, 3) „ V, 

(i,3)(ii,2), (i,i)(in, 2), (u,i)(m, 3) „ W. 

Es ist zugleich ersichtlich, dafs, anstatt die beiden Puncte Q und P und die durch 
jeden dieser Puncte gezogenen drei geraden Linien als ursprünglich gegeben anzunehmen, 
wir ebenfalls von zweien beliebigen der sechs Constructions -Puncte R, S, T, U, V und 
W, und den in jedem derselben zusammenlaufenden drei geraden Linien halten ausge- 
hen können, und dafs alsdann die bisher als gegeben betrachteten Pmicte Q und P sich 
in die Reihe der Constructions -Puncte gestellt hatten. 

12. "Wir können als in dem Yorigen bewiesen ansehen, dafs, wenn Irgend zwei Fig. 2U. 
der in dem letzten Schema zusammengestellten Linien parallel sind, auch die dritte 
zu ihnen gehörige, mit ihnen parallel Ist. Wollen wir alter diesen besondern Fall gera- 
dezu beweisen, so müssen wir den oben gegebenen Beweis, der hier nicht Statt finden 
kann, einigermafsen modificiren. Wir müssen nerollch beweisen, dafs wenn zwei der 
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drei geraden Limen, M"M„j M'M, und M°lMo, für welcte wir oben folgende Gleichunge» 
gefunden haben: 

A"x ^ B"y 4- C" = , 

A'x -f-B'y-H C = o, 

AsM- Ey4- G = o, 
parallel sind, alle drei Vnncn paraSiel laufen; dafs also wenn die Glekliung: 

™ _ i^ 
Ji" " ü' 
Statt findet, daraus folgt: 

^ = £ - '^ 
B" ß- IJ ' 

Da wir über die Coordinaten-Axen weiter keine Annabme geinacLt baLcn, als dafs 
jede derselben durch einen gegebenen Punct gclio, so Isonncn wir hier wieder die Rech- 
liiing abkürzen, indem wir voraussetzen, elrto der Äxen sey mit M"]M„ und M'M, parallel. 
Wenn wir die zweite Axe, unbekUinnierl um die Uicblung der ersten, mit jenen Linien 
parallel ncbmen, so Ist: 

A"=: o, A' = o; 
und diese Gleichungen müssen nach dem zu beweisenden Satze eine dritte Gleiehnng; 

A = 0, 
heding'en. Hiervon überzeugen wir nns leicht, denn wir haben, 

" ~ a'— a « — a' 

_^ (f„-— ft)-t.[.-/-,a)) y~ ( «'a'.-gajx' 
_ («'— a)(K— a') ' 

and da dieser Aasdruch verschwindet, ist: 

((«'_«) ^ (a'-a)) y _ («'a'-aa) x' = o. 

Die Voraussetzung, dafs A' gleich Null ist, gibt folgende Bcdingungs - Gleichung ; 

(Ca"— a) -Ka"— a» /— («"a"— «a) x == o , 

die wir sogleich aus der letzten Gleichung erhalten, indem wir zweimal statt einmal ac- 

ccntulren. Ziehen wir von der letzten Gleichung die vorhergehende ab, so kommt: 

((«'_„')^j;a"— a'))y'— C«"a"— B'a)x' = o, 
und diese Gleichung zeigt, dafs der "Werth von A: 

A _ g«"— '^'3"f-Ca"-3')) y--C'»"a"--«'a'jx' 
C«'— a)Cß'— a") ' 

den wir durch Acccnt-Yertauschung ans dem Wcrthe von A" herleiten, hei obiger Yor" 
aussetzungcn ebenfalls verschwindet. 

73. Es ist leicht zn übersehen, dafs der allgemeine Satz auch dann noch Statt fin- 
den mnfs, wenn anstatt dafs drei gegebene gerade Linien in P znsaoimenlaufen, diese 
Geraden parallel sind und von dreien andern geraden Linien geschnitten werden, die 
entweder von demselben Puncte, von Q ausgehen, oder auch wiederum parallel 
sind. Dieser letzte besondere Fall (nnd nur in Beziehung auf einen Durchschnitts -Punct) 
wurde in einem der ersten Bande der Annalen von Gcrgonne zum Beweise vorge- 
. 25. legt« Der erfolgte Beweis schliefst sich an die oben gehrauchte Beweis-Art an. Neh- 
men wir nemKch den Anfangs - Punct der Coordicaten beliebig, die Richtungen der 
Axen aber parallel mit den gegebenen parallelen Geraden, so erhalten wir für die 
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Linien, welche wir oben durch 1, 11, III und i, 2, s bezeiclinet haben, folgende Glei- 
chungen : 

X = c, X = c', s ^ c"; 

y = b, y = b', y =: b"; 
jnilhin entspricht die Bezeicbnung (b',c) und (b, c') den Puncten M" und M,,. Die Glei- 
chung "der geraden Linie, welche dnrch diese beiden Pnncte geht, ist: 

(c — c'}y -f-(b-b')x^-(b'c'— bc) = o. 
Durch Accent-Ycrtanschnng ergeben sich sogleich die Gleichungen für M'M, ond M^Mq ; 
(c— c")y -4-(b— b")s-f* Ch"c"— hc) = o, 
(c— c")y-|-Cb-b>-4-(b"c"— b'c')=t O. 
Zwei der letzten drei Gleichungen bedingen die dritte , denn wir erhalten jede beliebige 
derselben, indem wir die beiden übrigen von einander abziehen. Es schneiden sich also 
die drei bezügiichen Geraden in demselben Pnncte, in R. 

Der Beweis ist so einfach, dafs wir nicht nötbig haben, %vie am angeführten Orte ge- 
schieht, irgend eine Snpposition Über den Änfangs-Punct der Coordinaten zu machen. 

Hier gibt es, wie Im allgemeinen Satze, autser R noch fünf Pnncte, in denen drei 
gerade Linien sich vereinigen. 

7ii. "Wir können die in den letzten Nummern bewiesenen Satze in folgender Aussage 
zusammenfassen : 

Wenn drei gerade Linien , die enftceder unler einander parallel sind, oder von dem^ 
selben Puncte ausgehen, drei andern geraden Linien, die dieselbe Bedingung erfulleJt^ 
begegnen, so entstehen neun Durchschnitts -P uncte ; verbinden wir je zwei derselben^ die 
nicht auf einer der sechs gegebenen Geraden liegen , durch gerade Linien , so erhalten mr 
achtzehn solcher Linien, die sich zu drei in sechs verschiedenen Puncten f er einigen. 
Mehrere dieser Puncte können unendlich weii liegen, d. h. die bezüglichen Geraden 
können parallel seyn. 

75, "Wenn wir nur einen der sechs in Rede stehenden Puncte , in denen drei gerade 
Linien sich vereinigen, betrachten, so können wir den Satz in Beziehung auf ein Sechseck 
aussprechen, wo denn die Aussage desselben unter verschiedenen Modificationen erschei- 
nen kann. So haben wir, um nur ein Beis'piel zu geben, folgenden Satz: 

Wenn, bei gehörigen Verlängerungen, eine Diaganale eines Sechsecks mit zweien 
Seilen desselben durch denselben Punct geht, oder mit ihnen parallel ist: und eine an- 
dere Diagonale mit zweien andern Seiten in gleicher Beziehung steht: so durchsetzen 
sich auch die dritte Diagonale und die beiden übrigen Seilen des Sechsechs in ein und 
demselben Puncte, oder sind alle drei parallel. 



76. Der allgemeine Satz der 74- Nummer enthält noch die besondern Fälle, dafs die 
geraden Linien, welche durch Q gehen, denjenigen, welche durch P gehen, alle oder zum 
Thcil parallel sind: Fälle auf die wir leicht in den frilhern Entwicklungen hatten Rück- 
sicht nehmen können. "Wir kommen auf diese TVeise zu einer Reihe von einzelnen Sä- 
tzen, bei denen zu verweilen unsere Absicht nicht ist. Nur ein Beispiel wollen wir an- 
führen. Scyen QA, QB , Q£ die oben durch 1, 11, III bezeichneten geraden Linien, Fig. $^ 
nnd PA, PB, PD die Linien t, 2, 3, und sey QA mit PB und Qö mit PA parallel; 
alsdann liegt von den drei in der ersten Reihe des Schemas der 71. Nummer zusammen- 
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gestellten geraüeii Linien, die 'erste nncndlicli weit entfernt und die beiden andern, 
(I, 3)(III, 1) und (H, 3)i;ill, 2), oder DC und TE, sind daher paralleh Also: 

Wenn man durch jeden zweier gegenüberliegenden Winkel -Piincte eines Paralle- 
logramTnes eine gerade Linie in beliebiger Richtung zieht, so bestimmen die Durchschnitte 
dieser geraden Linien mit den Seiten des Parallelogrammes die Winkelpiincte eines 
Parallel-Trapezes. 

77. Wir wollen als letztes Beispiel eine nene Gruppe yon SÜtzen betrachten. Wenn 
, 27. drei parallele gerade Linien AB, A'ß' und Ä'T5" gegeben sind und auf jeder derselben 
zwei Puncte A und B> A' und B', A" nnd B" beliebig angenommen werden, so schneiden 
sich die geraden Linien AA' nnd BB', AA" nnd BB", A'A" nnd ß'B" in dreien l'nncten, 
welche in gerader Linie liegen. Dieser Satz ist in einem der ersten Bände der Annaion 
von Gergonne analytisch bewiesen. In der Anlage des Beweises wollen wir auf dieselbe 
W^cisc verfahren, wie dort geschehen ist. Wir legen nemlich die erste Axe parallel den 
gegebenen Linien, während wir über die zweite Ase feeine Bestimmung machen. Dieser 
Annahme gemärs ist die Coordinaten-Bczeicbnung für die verschiedenen Puncte folgende: 
. (x = a, _,jx = a', Ix = a", 

ß jx = a -f. 1, ^,|x = a' +■!', ß"jx = a" 4- 1", 
17 == b ; jy = h' ; )y = b" 

Wir erhalten also für AA' und BB' folgende Gleichungen: 

, b — b' , ■, 

y ~ b = . (X— a), 

a— a ^ ' 

y — h = .■ : . ,~~ ■ ■ „ (x — a— 1). 

Hierans ergeben sich ferner folgende Werlbe für die Coordinaten des Punctes S", des 
Durchschnittes von AA' und BB', die wir durch y" und s" bezeichnen wollen: 
„ _ al'-a'l ., __ bV— b'l 

'^ - izT' ^ ~ r-1 ' 

Für die beiden andern in Rede stehenden Pnncte S' und S gibt eine blofse Accent-Ver- 
tauschung sogleich : aV'-a"l bl"— b"l 

"^^ -r=rr' ^ = i"-i ' 

„ a'"-a'1' _ h'l"-b"r 

X - j„_j, , y - j.,_j. - 

Wir können nun auf verschiedene Art beweisen, dafs die drei Puncto S", S' und S 

in gerader Linie lieg-en. Entwickeln wir z. B. den Werth für ■'-,-, — ^-,, so ündsQ wir für 

° ° s — X 

denselben: 

b-y - b'r'-b'l 4- hl" 4^ b'l— bV 
a"r — a'l"— a"l -H al" -4- a'l— al' 
und da dieser Ausdruck in Beiiehung auf die gleichnamigen, verschieden accentuirtcn 
Buchstaben symmetrisch ist (d. h. derselbe bleibt, wenn wir z. B. alle einmal accentuirten 
Buchstaben mit den nicht accentuirten; und, umgekehrt, diese mit jenen vertauschen), so 
folgt unmittelbar: „ . ~ 

y-y - yjzz ^ y^. 



mithin liegen die obigen drei Puncte In gerader Linie. 
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78. Dasselbe Resultat künnen w aber auch unmitleHiar in Jer Form &ev Auscirücke 
für die Coordinaten dieser Puncte lesen. Wenn wir nemlicli die zweite Axe, über 
welche durchaus keine Ecstimmnng getroffen ist, parallel nehmen derjenigen geraden 
Linie, welche durch die Leiden Pnncte (y", x") und (y, x'} geht, so ist 

x" = x'. (!) 

In dem besondern Falle, wo die zuletzt bezeichnete Gerade der gegebenen parallel 
ist, kann jene Beslimmnng über die zweite Äxe nicht Stallfinden, alsdann ist aber, welche 
Richtung diese Axc auch haben mag, immer: 

y- = /. (.) 

Nim bedingt aber die Gleichung (I): 

x" = x' = x; 
ond die Gleichung (3) bringt mit sich: 

so dafs also immer die drei Puncte S", S', und S in gerader Linie liegen. Um das eben 
Ausgesprochene auf der Stelle einzusehen, dienen folgende Bemerknngen, Da die Form 
der Werlhe für die Ordinalen und Abscissen durchaus dieselbe ist, so liegt in der Be- 
weis-Führung des einen Theiles zugleich diejenige des andern. Wir wollen den letzten 
Fall nehmen. Betrachten wir nur für einen Augenblick (b,l), (b', 1'), (b", 1") als die Coor- 
dinaten dreier Pimcte, so bemerken wir sogleich, dafs 

br~h'i 

die Ordinate des Durchschnittes der zweiten Aic mit einer geraden Linie, die durch den 
ersten und zweiten obiger drei Puncte geht, bezeichnet. Ebenso bezeichnen y und y die 
Ordinalen des Durcbschnitles der zweiten Axe und zweier gerader Linien, von denen die 
eine durch den ersten und dritten, die andern durch den zweiten nnd dritten obiger Puncte 
geht. Setzen wir nur y" = y', so ergibt sich unmittelbar, dafs alle drei Puncto auf einer 
geraden Linie liegen, die von der zweiten Axe ein Segment: 

y"_ = y' = y 
abschneidet. Auf diese Weise haben wir alle Elimination erspart. 

75. Ahslrahiren wir davon, (wie a. a. O. geschieht) dafs die gerade Linie, welche 
durch die Puncte S" und S' geht, den gegebenen parallel seyn kann, so können wir die 
Elimination abkürzen, indem wir die zweite Ase selbst durch jene Puncte legen. Alsdann 
ist k" — x = o und es kommt; 

a' 3 * _ ä 

.... , r ^ T' r ~ T* 

mithm ist auch ; 

^ _ * 

woraus denn folgt, dafs auch x verschwindet. 

80. Indem wir nach einander die beiden Puncte auf jeder der drei gegebenen gera- Fig. 27- 
den Linien, AB, A'B' und A"B" unter einander vertauschen, gibt uns eine ähnliche Con- 
struction wie früher noch dreimal drei Puncto, die in gerader Linie liegen nemlich S",c 

und ff'; S', ff und ir"; S,ö-' und a". 

81. Der in der 77. Nummer für y" gefandcnc_ Werth ist unabhängig von a und a"» 
SO wie der Werth für x" unabhängig ist von b rind b'. Diese Resultate sind leicht geo- 
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mutrisch za deulen. Das letzte derselben ist als besonderer Fall eines Satzes anzusehen, 
den wir nun zauächst entwickeln wollen. 

82. Es seycn OAB und OA'B' zwei beliebige sich in O schneidende gerade Linien, 
deren Dnrchscbnitt wir zum Anfangs -Puncte der Coordinaten nehmen; den Axen geben 
wie eine beliebige Ricblung, Die Gleichungen der beiden Geraden sind bei diesen Vor- 
aussetzungen von folgender Form: 

y = tx, y = t'x. 
Nehmen wir daher auf jeder derselben zwei Puncto beliebig an, auf der einen A und B, 
auf der andern A' und B', so können wir die Coordinaten dieser vierPuncte auf folgende 
Weise bezeichnen: 






jy = fa , 



|y =ta, (y = ta 

. Die Glcichnngen zweier gerader Linien, von wclclien die eine durch A und A', die ao- 
dcni durch B nnd B', geht, sind hiernach folgende: 



y 


- 


ta 


= 


a'- 


- a 


(s- 


a), 


y 


- 


tu 


=s 


a. 


-t« 


(x- 


o). 



Ziehen wir, um y zu elimlnirenj diese beiden Gleichungen von einander ab, so kommt 
nach einigen Reductionen : 

X = aa'(a'— «) — ft«'(a'-a) 
aa — a'« 
Dieser Ausdruck für dloAbscisse des Durchschnittes der beiden geraden Linien AA' und BB' 
ist unabhängig von t und t'. Wenn wir daher jede der beiden gegeben Geraden um den 
gemeinsamen Durchschnitt beliebig drehen, und dabei die Puncte A, B, A' und B' 
auf den bezüglichen Linien sich so verrücken lassen, dafs ihre Abscissen sich nicht an- 
dern, so bleibt auch der W^ertb von x derselbe. Wir bestimmen aber gleiche Abscissen 
durch gerade Linien, die der zweiten Axe parallel sind, die also für unsern Fall, da wir 
keine Bestimmung über die Bichtung der Axen gemacht haben, eine durchaus beliebige 
Bichtung haben. Also: 

Wenn vier Parallel -Linien gegehen sind, und man zieht durch irgend einen festen 
Panct in beliebiger Richtung verechiedene Paare gerader Limen, und verbindet die 
Puncte, in welchen eine Linie jedes Paares zivei jener Parallelen schneidet, mit den 
Puncten, welche die andere auf den beiden übrigen bestimmt, durch zwei gerade Li- 
nien («JOS auf doppelte Weise geschehen kann") : so ist der geometrische Ort für die 
Liurchschnitte derselben eine fmfte und sechste Parallele. 

In der 28 Figur ist blofs auf die Drehung der zweiten Geraden um den festen Punct 
O Rücksicht genommen, die beiden Lagen dieser Linie sind Ol" und Ot'. SS und oa 
sind die beiden Parallelen, welche alle die in Bede stehenden Durchschnitte enthalten. 

83. Bei den «bea gemachten Beschränkungen erhalten wir durch Umkehrung fol- 
genden Satz: 
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Wenn irgend drei parallele gerade Linien gegeben sind (,jfa\ B'b' und SS) und 
man zieht von einem Puncte {S) dar letziern zwei gerade Linien nach ziveien festen 
Punclen (^A und B), so schneidet eine dieser Linien die erste, die andere die zweite 
Parallele so, da/s die gerade Linie, tpelche die beiden Durchschnitte {A und B\ oder 
ä und b') verbindet, immer , wie wir auch S auf der Parallelen SS fortrücken lassen, 
durch einen constanten Punct O geht, der mitden beiden angenommenen, feiten, Punc^ 
ten {A, B) in gerader Linie liegt. 

84. Wir -wollen zu den Leiden geraden Linien OAB and OA'B', die wir in der 82. *'S' ~^- 
Nammcr Letracliiet haben, noch eine dritte OÄ"B" hinaafiigen, die durch den Durcliscbnitt 
der heiden ersten geht. Ihre Gleichung scy: 

y = '■'"■ 

Auf dieser Linie bestiminen wir irgendwo zwei Pimcle A" und B", die wir, dem Frühem 
analog, folgcndermaafsen bezeichnen: 

-{;:«•, ^"i 

Zriehen wir nun, ähnlich wie wir es in der 77. Nummer gethan haben, AÄ* und BB', AA" 
und BB", A'Ä" und B'B", welche sich in S", S' und S schneiden, so liegen diese drei 
Durchschnitte in gerader Linie. 

Den Beweis dieses Satzes können wir folgcndermaaCscn angreifen. Wir haben oben 
für die Abscissc des Panctes S", die wir nun durch x" unterscheiden wollen, folgenden 
Aosdrnck gefunden: 

^..__ aaV— B) — W(a'-- a)^ 
a«' — a'» 
lind durch Accent- VertauSchung erhallen wir: 

' „ aa"(t(" — w) — act"(a" — a) 

~ a'«" — a"»' 

^ a'a"('/'— «') — n'K"(a"— a'> 
aW— a"«' 
für die Abscissen der Punclc S' und S. Wenn wir nun die Richtung der zweiten Aue 
mit äerjcnigen geraden Linie, die durch die beiden Puncte S" und S' gehl, parallel neh- 
meiiv, so ist 

x" = x', 
und wir brauchen Llofs zu zeigen, dafs bei dieser Yoraussetzung: 

Zu diesem Ende wollen wir die Bcdingungs- Gleichung suchen, dafs x" gleich werde x'. 
Bringen wir den Wcrth von x" — x' auf gern eins chaftlichen Nenner, setzen den Zähler 
des so erhaltenen Ausdrucks gleich Null, reduciren und dividiren alsdann durch (a— «), 
so kommt: 

3a'(«"a — ad) — aa"(K'« — «'«") '4* a'a"{««' — ««") = " (0 
Da diese Gleichung in Beziehung auf die verschieden accentoirten Buchstaben symraolrisch 
ist: so folgt unmittelbar; 

d. h. die entsprechenden Puncte: S", S' und S liegen in gerader Linie. 

ü3. An die Stelle des eben gegebenen Beweises, können wir eine leichte Conslruc- 
lion setzen, worauf uns die vorhergehenden Nummern hinführen. WJf nehmen die zweite 
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Axe, wie vorher, der geradenLinic, die durch S" nnd S' geht, parallel, LcsLimmcn ferner 
auf AA.' eiucu Punct «", der mit A", und auf BB' einen Pitnct ß", der mit B" dieselbe 
Abscisse hat. Alsdann geht (83) u"ß" durch O. Ferner schneiden sich (82) die Linien 
A'A" und B'B" in einem Pnncte S, der mit dem Durchschnitte von Aa" nnd ßß" , der 
kein anderer ist als der Punct S", dieselbe Abscisse hat. Es liegen also S" S' und S in 
gerader Linie. 

06. Für dieselben sechs Punctc kunnen wir, iudem wir nach einander die beiden Pnncte 
auf jeder der in O sich schneidenden geraden Linien in umgekehrter Ordnung nehmen, 
noch dreimal drei Puncle constrniren, die in gerader Linie liegen (80). Der allgemeine 
Satz ist demnach folgender: 

Wenn sechs Pancie gegeben sind, die, paariveise genommen, auf drei geraden Li- 
nien liegen, welche entiveder in demselben Puncle sich durchsetzen oder parallel sind, 
und wir verbinden die Puncte, welche auf je zwei dieser Geraden liegen, durch za>ei 
neue gerade Linien mit einander ( was auf doppelte Weise geschehen kann) : so erhallen 
fx'ir sechs Durchschnitte, von denen wir viermal drei zusammennehmen können, die in 
gerader Linie liegen. 

Qj. Denselben Satz höniion wir auch in folgende Aussage einkleiden : 
Wenn sich die drei Diagonalen eines Sechsecks in demselben Puncte schneiden, so 
liege/t die beiden Durchscknilte zweier an einander stofsender Seiten mit den bezüglich 
gegenüberliegenden Seiten und der Durchschnitt derjenigen Geraden, welche die äufser- 
sten Puncte jedes der beiden Paare an einander stofsender Seiten verbindet, in ein und 
derselben geraden Linie. iFig. 30.) Wenn wir ferner je zwei Winkel-Puncte des Sechs- 
ecks, zwischen welchen jedesmal noch- ein Winhel-Punct liegt, durch gerade Linien ver- 
binden, so schneiden sich die gegenüberstehenden dieser sechs Linien in drei Puncten, 
die ebenfalls in gerader Linie liegen. 

Es ist offenbar, dafs dieser Satz auch in der Umkehrung wahr bleibt. 

08. Wir halten ans den letzten Entwicklungen noch andere Resultate ziehen kön- 
nen. Wenn wir z. B, die Gleichung (1) der SA- Nummer nehmen und in derselben die 
Buchstaben a, ei, a," mit p, p', p" und a, a', a" mit q, q', q" vertauschen, so erhalten 
wir die Gleichung (5) der 57, Nummer, welche anzeigt, dafs diejenigen drei geraden Li- 
nien, die auf einer der Coordinatcn-Axen die Segmente p , p', p", auf der andern die Seg- 
mente q, q', q" abschneiden, durch ein und denselben Punct gehen. Hierdurch sind also 
Constructionen von drei, in demselben Pnncte sich schneidenden, geraden Linien gegeben: 
Constructionen, die sich durch eine bequeme Axen-Annahme und durch sonstige Bestim- 
mungen noch vereinfachen lassen. 

Fast jede symmetrisch angelegte analytische Rechmmg wird uns, wenn wir auf die 
Form der verschiedenen Gleichungen, durch welche wir schrittweise vorwärts gehen, auf- 
merksam sind, zu neuen Folgerungen führen. Was diejenigen Sätze insbesondere he- 
trilft, die sich auf den Durchschnitt dreier gerader Linien in demselben 
Pnncte beziehen, so erscheinen dieselben meistens erst in ihrer natürlichen Yerbmdung, 
wenn wir sie auf solche zurückführen, welche darauf sich beziehen, dafs beliebig viele 
gewissen geometrischen Bedingungen Genüge leistende, gerade Linien durch ein und den- 
selben Punct gehen. Eben so lassen sich Siitae über drei, in gerader Linie liegen- 



y Google 



der geraden Linie. 43 

de Pnncte auf Salze über lineare Oerfer ziirüekfüliren , und. nur Indem wir diese cliscii- 
tiren, scheinen wir eine gewisse Vollstiintligkeit , mit der immer die gröfste Leichliglceit 
verbunden ist, errcicbcn zu können. Hier mag die Conslniction der Gleichung: 

A 4- A' -+- A" = o 
in einer, der frühem Nummer als Beleg dienen. 

89. Die vorstehenden Entwicklungen knüpfen sich alle an Gleichungen an, die riick- 
sichüich der veränderlichen Gröfscn nur vom ersten Grade sind. ^'Venn wir Yerhinduii- 
gen von geraden Linien za helrachten haben, so ist es jedoch öfters von Vortlicil, ein 
System mehrerer gerader Linien dnrch eine einzige Glcichimg von hö- 
herm Grade darzustellen, statt jede b esondere gerade Linie durch eine beson- 
dere Gleichung voni ersten Grade zu bezeichnen. 

Um zwei gerade Linien durch eine einzige Gleichung auszudrücken, brauchen wir 
lilofs die lineare Gleichung jeder derselben auf Null zu bringen und dann die beiden Glei- 
chungen mit einander zu muliipliciren. Die Gleichung: 

(j.4.ax4-b){y4-ßx-f-,i) = o (■) 

bezeichnet das System zweier gerader Linien, die, einzeln genommen, durch die beiden 
Gleichungen : 

y4-as + h = 0, 

y + Kx-H/3 = 0, _ _ ^*^ 

gegeben sind, denn jede dieser letztem Gleichungen gibt eine Beziehung zwischen yundx, 
weiche auch der Gleichung (1^ Genüge thnt, und dieser Gleichung geschieht auch nur 
in dem Falle Genüge, wenn einer der beiden Factoren ihres ersten Theiles verschwindet 
d. h. wenn eine der beiden Gleichungen (2) besteht. Die Gleichung (i) bestimmt also, 
wenn wir y und x alle möglichen Wertbe beilfgen, solchePuncte nnd nnr solche Puncte, 
die auf einer der beiden durch (2) dargestellten geraden Linien Hegen, sie ist die Glei- 
chung des Systems dieser Linien. Die Gleichung (l) dürfen wir also durchaus 
nicht mit einer der beiden Gleichungen (2) als identisch nehmen. Dieselbe Bemerkung 
gilt auch dann noch, wenn die Gleichung einer dieser Linien sich auf 

y = o oder x = o 
redncirt. Es bezeichnet folgende Gleichung z. B.: 

yiy-^an-hß) = 0, 
ein System zweier gerader Linien, von denen die eine mit der ersten Ase zusavnmciif^illt„ 
und wenn wir den Factor y fortlassen wollten, würden wir keine Rücksicht nehmen auf 
alle Puncte dieser letzten Linie. Auf entsprechende Weise ist: 

xy = o (3) 

die Gleichung des Systems der beiden Coordinaten- Axen. Dafs hierin mehr als eine 
JiloCse Bezeichnung liegt, werden wir an manigfachen Beispielen des dritten Abschnittes 
sehen, denn so wie wir die Gleichung (1) mit andern Gleichungen verbinden können, 
eben so gut können wir auch die letzte Gleichung (3) in die Rechnung einführen. 

Die Gleichungen zweier gerader Linien, die beide durch einen festen Pnnct (y', x') 
gehen, haben folgende Formen: 

(y— y') + a(x— X') = o, 
_ (y— y') 4- o(x— x') = o; 
lind hiernach stellt folgende Qleichung: 

^(y_y)a4.i;a-(-«)(y-y'Xx-x')4-aßCs--s)a=o, (4) 

ein System zweier, sich im Puncte (y, s') schneidender, gerader Linien dar. 

6* 
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Aus den letzten Erorterung^en ist klar, daTs wir im Allgemeinen ein System von o 
geraden Linien durch eine einzige Gleicliung vom n, Grade darstellen kCnncn. 



90. Verwand hing der Cootil in at ett. 



Wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes für ein beliebiges geradliniges Coor- 
dinaten- System kcmien, so können wir die, aof ein anderes System sich beziehenden, 
Coordinaten desselben Punctes vermittelst der ursprünglichen Coordinaten und derjenigen 
constantcn GröXsen ausdrücken , durch welche die Lage des zweiten Systems , rücksichtlich 
des erstem, bestimmt wird. Wenn wir daher in der Gleichung eines geometrischen Or- 
tes auf die veränderlichen Gröfsen die eben bezeichneten Yerwandlnngs -Formeln anwen- 
den, so erhalten wir die Gleichung desselben Ortes für das andere System. Da nun die 
gerade Linie immer durch eine lineare Gleichung dargestellt wird, so ist offenbar, dafs 
auch die gegenseitige Beziehung der Coordinaten desselben Punctes in zwei verschiede- 
nen Systemen nothwendig eine lineare ist. Bezeichnen wir daher durch y, x die Coordi- 
naten des ersten, durch j, :r die Coordinaten des zweiten Systems, so ist die allgemeine 
Form der Ausdrücke, durch welche y und x in / und x gegeben sind, folgende: 

y = y' ■*- nijf -J- nx, , . 

X = x' -f- py -h qar; 
wo y', x' und m, n, p, q noch zu bcsiimmende Constanten sind, die sich auf die gegen- 
seilige Lage der beiden Coordinaten - Systeme beziehen. 

Zuerst ist leicht ersichtlich, 8afs die beiden Gleichungen (1) in folgende übergehen: 

y = /+/> 

y = s'-f-^, 
wenn wir die Axen parallel, mit sich selbst verrücken, und durch y' und x' die, auf das 
erste System sich beziehenden, Coordinaten des neuen Anfangs-Punctes bezeichnen. Denn 
da offenbar für das zweite System ( — y') und ( — x') die Coordinaten des ursprüngHchen An- 
fangs-Punctes sind, so müssen die Gleichungen (1), indem wiryundx verschwinden lassen; 
o = y'H- my -t- ax, 
o =: s'-J- yy -4- q^, 
identisch seyn mit den Gieicbangen: 

= y'-f> y, 
o =. x-h Xi 
und hiernach erhalten wir: 

m = I, n = o, p=s!0, q=:0. 
Wenn wir den Anfangs-Punct der Coordinaten beibehalten, so leduclrcn sich die 
Gleichungen CO auf folgende : 

y z= rayi'nz, 
s = p^4-q^; 
was anch schon sogleich daraus folgt, dafs y sowol als x verschwinden mufs, wenn wir 
zur Bestimmung des Anfangs-Punctes zngleich y = o und x = o setzen. Die Con- 
stanten m, n, p und q beziehen sich anf die Veränderung der Asen-Kichtung. Um 
die Richtung der neuen Axen zu bezeichnen, wollen wir dlfjenigen Winkel, welche die 
erste und zweite neoe Axc mit der ersten ursprunglichen Aie bilden ip und <p', diejenigen 
Winkel, welche dieselben Axen mit der zweiten msprünglichen bilden, ^ und i},' nennen. 
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wobei wir alle Winkel von den ursprünglichen Axen an nacli der, ein für alle Mal ange- 
nommenen, Richtung hestimraen. Hiernacli ist der Coordlnaten-A^'inkcl des ersten Sy- 
stems, den wir durch 3- bezeichnen: 

^ — «Jj^?' — <J'' = 9'» 
und der Coordinaten- "Winkel des zweiten Systems, den wir durch g hczcichnen; 

(P'—(P =(!;'— 4,=^, 

Wenn wir in den Gleichungen (2) x = o setzen, so erhallen wir fiirPanctc, die aui 
der zweiten neuen Axe liegen: 

y - ny, 

und wenn wlr_y = o setzen für Puncte, die auf der ersten neuen Äse liegen: 
y = n:r, 

Nehmen wir nun auf jeder dieser beiden Axen irgend einen beliebigen Punct , so gibt emc 
leichte Construction : 

m = 2 = ^^" ?' . = I. = ^''" ^ 

_ X sin 4 * __ X __ „ ^JlA. 

^ —y ~ sin a' *^ " X "" -st« 3-' 
und hiernach gehen die Glcichungen'(Ö} in folgende über; 
_ ysin9'-hxsin<f 
^ siii'^ '^ 

Ysin4'''^xsin^ ^ 

Wenn das Coordinaten-Syslcm, zn dem wir übergehen, ein recht- 
winkliges ist, so haben wir <p' = {(p -f- -) und <^' =t {4" "I" «)> niithin: 

«np = cos^, siri'^' = cos 4/, 

wonach die Gleichungen (3) folgende Formen annehmen : 
_ ycos^ -fi X Sin <p 



X = •~. yi2i^'^. ^ 



""* w 



sin ö- 
Wenn das ursprüngliche Coordinatcn-System ein rechtwinkliges isi, 

so haben wir 3- = |, q) = (J, -|- |)<P'=(4/-pm»Ä^,^hin: 

iin3- = l, sirf^ = —cosip, sin"^' =^ — cos^', 
wonach wir aus (&) folgende Gleichungen erhalten: 

y =s y5/ntp'4*ar sin<p, 

. (5) 

x= ycos9 i+> xcos^. 

Wenn wir endlich von einem rechtwinkligen System zu einem neuen 
rechtwinkligen System übergehen, so verwandeln sich die letzten Gleichungen 
(5), weil alsdann: 
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in folgende: 

y = y cos <p 't' T sin <p , 
X = — ystni? 't'xcosip- 
Bei der vorstehenden, bekannten, Entwickiuqgs -Weise der Verwandlongs- Formeln, 
kommt alles auf die Form der beiden Gleicbungen (l) an. Wollen wir diese Form nicht 
geradezu annehmen, so können wir auch auf folgende Art verfahren. W^ir nehmen neni- 
lich für das ursprüngliche System zunächst ein rechtwinkliges und gehen, mitBeibehaltung 
des Anfangs -Punctcs, zu einem, anCserdem beliehigen, zweiten Systeme über. Alsdann 
erhalten wir, der obigen W^Jnkel - Bezeichnung gemäfs, für die Gleichung einer geraden 
Linie, die mit der ersten ursprünglichen Äxe irgend einen Winkel s, also mit der ersten 
Axe des zweiten Systems, dessen Coordinaten - Winkel (9' — $i) ist, einen Winkel (« — tp) 
bildet, folgende beiden Gleichungen; 

I = tang £ 
Y _ sin (i—'P) 

von denen die erste sich auf das ursprüngliche, die zweite sich auf dasjenige System be- 
zieht, zu dem wir übergehen wollen. Entwickeln wir aus der zweiten Gleichung den %Verth 
von tan^ t und subslituiren ihn in die erste, so kommt: 
y ysin<P'~f-:rsin ^ 

X ~ ycos<p'-i-xtM'p 
Wir haben also: 

y = /xiysinip'-^xsijKp), . 

X— (.L{ycos<i'''{-Xcos(^), "' 

ißdem wir in beiden Gleichungen durch i^ denselben, noch zn bestimmenden Factor, bc- 
zeiclmen, welcher, der linearen Beziehung der Coordinaten beider Systeme zu einander 
wegen, unabhängig von diesen Coordinaten seyn mufs. Dieser Factor ist also leicht zu 
iieslimmen, und wir sehen sogleich, dafs er gleich Eins ist, denn für Puncte der ersten 
neuen Axe haben wir y = X sin <p, und wir müssen offenbar zu derselben Gleichung 
kommen, wenn wir in der ersten der Gleichungen (7): y = o setzen. Hiernach werden 
die Gleichungen (7) identisch mit den Gleichungen (5), und aus diesen können wir leicht 
die Übrigen Verwandlungs -Formeln herleiten: 
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Zweiter Abschnitt. 



Zur Theorie des Kreises. 



91. VVpnn wir durch Pv den Abstand irgend zweier Pnncte (y",3c") und (y',x') von 
einander bezeichnen, so haben wir: 

Cy"— y')^-f-2(y"-~y')Cx"— xV05/9 -+-(x"— s7= RS 
wo ß jedes beliebige seyn kann und den Coordlnaten- Winkel bedeutet Betrachten wir 
einen dieser beiden Pnncte, etwa (y', x'), als fest und lassen nm diesen festen Punct 
sich den andern Punct (y", x") so bewegen, dafs der Abstand beider Pnncte von einan- 
der immer derselbe bleibt, so beschreibt der zweite Pnnct einen Kreis. Diefs helfst, hucb- 
stiibllch in die Sprache der analytischen Geometrie übertragen: wenn wir die Coordlna- 
ten y" nnd x" als veränderliche Griifsen betrachten (nnd deshalb die Accente fortlassen) 
so ist obige Glelchnng: 

ty— yV+2fy— yX'f— x') cos ß -Kx—xy = R», d) 

(lic allgemeinste Gleichung eines Kreises, dessen Radlns gleich R ist, und dessen Mittel- 
punct dnrcb die Coordlnaten y' und x bestimmt wird. Nehmen wir den MIttelpnnct des 
Kreises zum Anfangs - Puncte der Coordlnaten, so ist: 
y' = o, x' = o, 
und die Gleichung des Kreises wird folgende: 

y3-{-2yxC05/3-(-x= = R* (i) 

Ist jS = — mithin cos ß =■ o, so gehen die beiden Gleichungen (l) und (2)in folgende über; 

y' + X » = R". 
In diesem Abscliniue werden wir uns vorzugsweise rechtwinkliger Coordinaten, mit- 
hin der hciden letzten Glcicliongen bedienen ; in dem folgenden Abschnitte aber umfassen 
wir die allgemeinste Gleichung des Kreises in der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades. 

92, Seyen : 

(y— ffl'+tn-o)» = ?•, (i> 

(y— b)»+(x— a)- =. r», (J) 
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die Gleichungen zweier sich scbneidender Kreise. Verbinden wir diese Gleichungen auf 
irgend eine heliehige Weise, so kommen wir zu der Gleichung eines geomelrischen Or- 
tes, der durch die Durchschnitts -Pnnctc der beiden Kreise geht. "Wenn wir z, B. ab- 
ziehen, kommt: 

2(b— |3)y-^2(a— «)x = e=— («>+.?=) — r=-Ka»-f-b3). (3) 
Weil diese Gleichung nun eine Folge der beiden erstem Gleichungen ist, so bekommen 
wir dieselben W^ertbe für y und x, gleichviel ob wir diese W^erthe zwischen den beiden 
Gleichungen (l) und (2), oder zwischen einer beliebigen derselben imd der dritten Glei- 
chung eliminiren. Zwischen zweien Gleichungen die veränderlichen Gröfsen climlnircn 
heifst aber die Coordinaten der Durcbschnitts-Puncte der beiden dorcb jene Gleichungen 
dargestellten Oerter suchen. Wir müssen indefs hierbei aufmerksam seyn auf den Grad 
der verschiedenen Gleichungen;*) hier haben wir den Fall, dafs dieser sich redncirt, wir 
kommen zu einer Gleichung vom ersten Grade, mithin zu der Gleichung einer geraden 
Linie. Diese gerade Linie geht also durch die Durchschnitte der beiden Kreise, sie ist 
die gemeinschaftliche Chorde derselben. Hierin liegt zugleich der Beweis, dafs zwei 
Kreise sich in nicht mehr als zwei Punctcn schneiden können. 

W^enn die beiden gegebenen Kreise Ci)undC2)einander berühren, so bezeichnet die dritte 
Gleichung die gemeinschaftliche Tangente derselben. Die Durchschnitte der Kreise ver- 
einigen sich nemlich in einem einzigen Punct: wir finden durch Verbindung ihrer Glci- 



*) Wenn wir zwei Glelctungen so verbinden, dafs der Grad der resultirenden Gleichung den 
Grad der gegebenen Gleichungen übersteigt, so erhalten wir zwar ^ noch imuier die Durch- 
schnilts -Puncto der belilen gegebenen Oerter durch den Durchscliuitt des dritten Ortes mit 
einem derselben , aber im Allgemeinen gibt diese Gonstruciion zugleich noch f r e m d e 
Puncle. Nehmen wir z. B. die Gleichungen zweier gerader Linien: 

y = a. + b, 

, = ax-i-ß, "' 
quadriren beide Tlieile ihrer Gleichungen, au ergibt sieli; 

'* = ("+'■''• (b) 

,' = („+!!)'. 
und wenn *ir addlren, so kommt: 

Die Carvc, welche durch diese Gleichung dargestellt wird, geht durch den Durchschnitt der 
geraden Linien, denn die Gleichung (c) wird befriedigt, wenn die beiden Gleichungen (a) 
zugleich Statt finden; sie schneidet aber im Allgemeinen jede der beiden geraden Linien 
noch in einem zweiten Punete. Hiervon können wir uns sogleich durch Elimination der 
veränderlichen Gröfsen zwischen den bezüglichen Gleichnngen überzeugen. Um die zweiten 
Durcbschnitts-Puncte auf der Stelle näher zu bezeichnen, beraerten wir, dafs die Gleichun- 
gen (b) unter folgende Formen i 

(y— (axH-b))Cy-*-Cas+b)) =^ o, 
{j~ia^^ß)){y^(ax+ß)) = o, 
gebracht werden kö'nnens und also jede das System zweier geraden Linien bezeichnet; Da 
nun die Gleichung (c) eine unmittelbare Folge der beiden letzten Gleichungen Ist, so ist 
offenbar, dafs der durch (c) dargestellte geometrische Ort durch die Durchschnitls-Puncte 
des ersten Systems gerader Linien mit dem zweiten Systeme, also durch vier schon bestimmte 
Puncle gebt. 
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chungen im Allgemeinen zwei glciclie "Wertlie für jede der gleichnamigen Coordinatenn 
nnd also finden wir dieselben gleichen Wertlio, wenn wir die Gleichung <3) mit einer 
der Kreis -Gleichuitgen zasammenslellen. Daher herührt die durch (3) dargestellte gerade 
Xlnie beide Kreise, und zwar in dem gemeinschaftlichen Benihiungs-Pnncle. 

Wenn die beiden gegebenen Kreise keinen Pnnct gemeinschaftlich haben, so kön- 
nenihreGleichnngen, analytisch -geometrisch genommen, nicht zugleich Statt linden; durch 
Elimination kommen wir zu imaginären Werthen für y und x. Jede der beiden Glei- 
chungen (1) und (2) für sich bezeichnet aber einen bestimmten Kreis und wenn wir die- 
selben algebraisch verbinden, so kommen wir zu neuen Gleichnngen, die im Allgemeinen 
wieder reelle Linien bezeichnen. "Wenn die Gleichungen dieser Linien wiedeiiim vom 
zweiten Grade seyn sollen, so können wir nur zu neuen Kreis -Gleichungen kommen. 
Keiner dieser Kreise schneidet einen der beiden gegebenen, und ihre Gleichung kann, 
analytisch genommen, nicht zugleich mit einer der beiden Kreis -Gleichungen bestehen, 
d.h. durch Verbindung derselben würden wir zu imaginären Werthen von y und x kommen. 
Verbinden wir die Gleichungen der beiden gegebenen Kreise, wie wir es oben gethan ha- 
ben, indem wir ihre Gleichungen von einander abziehen, so finden wir die Gleichung (S) 
einer immer construirbaren geraden Linie, und diese Gleichung steht in derselben alge- 
braischen Beziehung zu den Gleichimgcn der sich nicht schneidenden Kreise, wie die 
Gleichung der gemeinschaftlichen Chorde oder Tangente zu den Gleichungen zweier sich 
schneidenden oder sich berührenden Kreise. Die in Rede stehende gerade Linie sehnei- 
det keinen der beiden gegebenen Kreise. 

Q3. W^ir werden in dem Folgenden die durch die Gleichung (3) dargestellte gerade 
Linie, die beiden Kreise (l) und (2j mögen sich schneiden, berühren oder keinen Punct 
gemein haben, (was von der Bestimmung der Constanten abhängt), allgemein mit dem 
Namen: „Chordale der beiden Kreise" bezeichnen. (Der Durchschnitt dieser gcra- \ 
den Linie mit derjenigen, welche die Mittelpuncte der Kreise "verbindet, wollen wir den 
„Chordal-Panct der beiden Kreise" nennen. *)1 ' 

94. Wir wollen nun gleich schon die Gleichungen dreier gegebenen Kreise zasam- 
mcnstellen: 

(y-b)^-t-tx-a)^=r% 

und diese der Kürze halber durch: 

Ä = o, E = o, G = 0, (4) 

bezeichnen. Ziehen wir diese Gleichungen, paarweise genommen, von einander ab, so 
kommt : 

A— B = o, A — C = o, B — C = o, (5) 

für die Gleichungen der Chordalen je zweier dieser Kreise. Zwei dieser Gleichungen be- 
dingen die dritte, was uns eine blüfsc Subtraction zeigt. Es schneiden sich also die 
drei Chordalen In demselben Puncte. 

*) Herr Ponceki hat die Lmie, welche wir Chordale rennen, im F.ilie, dafs die heziigli- 
cheii Kreise sich nicht sctucideo, „card» idtah'^ genannt; geliräachtlclier ist der von H. 
Gaiütier eingeführte Ausiiruck: „a*e radlcaV^^ Coser Chordai-Punct zweier Kreise 
lieifsi ; yipoint radical de deus ctrcUii^ 

1 
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Es gibt für je drei beliebige Kreise einen solchen Punct, wir nennen ilin turz; 
„Chordal-Pnnct der drei Kreise."*) Wir werder im Laufe dieses ALscImittes die- 
sem Puncte eine besondere Aufmerksamkeit sclicnken. 

Je nachdem wir drei Kreise zusammenslellen, die sich schneiden, berühren (gleichviel 

ob innerhalb oder aufscrhalb) oder keinen Panct gemein habei^, erhalten wir ■ ' = 10 

verchiedene Falle, bei deren Aufzählung wir hier nicht verweilen. Wenn — um einige 
Beispiele anEufUhren — die drei gegebenen Kreise sich alle drei schneiden, so gehen die 
gemeinschaftlichen Chorden je zweier derselben durch ein und denselben Punct 
Fig. 1. (,Fig. i}j berühren sich die Kreise zu je zwei, so laufen die gemeinschaftlichen Tan* 
Fig. 2. genten in demselben Puncte zusammen (Fig. 2); wenn zwei sich nicht schneidende Kreise 
und ein dritter Kreis, der einen derselben beriihrtund den andern schneidet, gegeben sind, 
so vereinigen sich die Chordale der beiden ersten Kreise, (die keinen derselben schnei- 
det') und die dem dritlPn Kreise mit diesen gemeinsame Tangente und Chorde in 
Fig. 3, demselben Puncto. (Fig. 3) 

95. In der Gleichung jeder der drei Chordalen kommen nur die Constanten aus den 
Gleichungen derjenigen beiden Kreise vor, zu denen sie gehört. Nehmen wir z, B. die 
dritte der Gleichungen (5), so kommen In derselben weder der Radius noch die Mittel- 
puncts- Co ordinalen des ersten der durch (4) bezeichneten Kreise vor, und diese Gleichung 
bleibt daher dieselbe, mit welchem Radius wir diesen Kreis beschreiben, undwowiraucK 
den Mittelpunct desselben annehmen mögen. Die Gleichungen der beiden andern Chor- 
dalen aber verändern sich, jedoch so dafs sie immer die dritte; 

G — C = o (6) 

bedingen. Sind also zwei Kreise gegeben, für deren Gleichungen wir folgende nehmen: 

D = o, ^ C = o, 
und stellen wir mit diesen beiden Kreisen irgend einen dritten Kreis zusammen, dessen 
Gleichung 

A = o 
ist, so schneiden sich die Chordalen des letztem und jedes der erstem Kreise in einem 
Puncte, der, wie wir auch den dritten Kreis bestimmen mügen, immer auf der 
Chordalen (6) der beiden festen und unveränderlichen Kreise liogl. 

Fig. 4. 96. Dieser Satz dient dazu, um auf die leichteste Art die Chordale zweier gegebener, 

sich nicht schneidender, Kreise zn bestimmen. Denn, beschreibt man irgend einen Kreis, 
der die beiden gegebenen Kreise (c und C) schneidet, so bestimmt der Durchschnitt der 
beiden gemeinschaftliche Chorden (mn und MN) einen Punct (S) der gesuchten Linie. 
Durch Wiederholung derselben Construction bestimmen wir einen zweiten Punct dieser Linie. 
Auf dieselbe Welse bestimmt sich der Chordal-Punct dreier gegebener Kreise Im 
Falle, dafs sich dieselben nicht schneiden. Die Construction wird am einfachsten, wenn 
man den beliebigen schneidenden Kreis heidcsmal so wählt, dafs er alle drei gegebene 
Kreise schneidet. In der 4. Figur halien wir den Chord.al-Pnnct der drei Kreise j', t; 
und C, wie durchgehends geschehen soll, durch P bezeichnet. 



mzösischen: ^oint radical des trois cerclea" oder blofs ypoint radical"'. 
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97" Wenn wir die allgemeine Gleichung dnr Cfiordalen; 

mit der Glcicliung der Cenlral - Linie der bezüglichen beiden Kreise, für nvciche wir auf 
der Stelle folgende Gleichung finden: 

(a_«)y-(b-?)x = m. 
wo m eine Constante bezeichnet, vergleichen, so ergibt sich, daEs die beiden in Rede sie- 
henden geraden Linien auf einander senkrecht sind. Auch diesen Umstand können wir 
bei der Constmction der Chordalen zweier sich nicht schneidender Kreise benutzen. 

98. Seyen wie vorher: F'g" 5. 

(j-h)'+ (,-:,)' = T\ ^ ^' ^ 

WO wir jeden beliebigen Punct zum Anfangs -Puncte der Coordinaicn nehmen können, 
die Gleichungen irgend zweier Kreise (y und c); wie früher erhalten wir alsdann; 

2{h— ^)y-|-2(a— a)j£ = p^— («^^j5^) — rM-CaM-b^), (=) 

fiir die Gleichung der Chordalen, Wenn wir nun irgend einen Punct derselben, O, als 
Anfangs-Punct der Coordinaten betrachten, so mufs die Form der letzten Gleichung fol- 
gende seyn: 

2(h— %4- 2(a— tt)x = 0, 
und diets führt zu folgender Bedingungs-Gleiehung: 

(.^-(«M-^^;) = r^ _Ca'-f-b'). _ (3) 

Um diese Gleiclmng geometrisch zu deuten, müssen wir zweiFällennlerscheidcn; es kann 
erstens der Punct der Chordalen, den wir zum Anfangs -Puncte genommen haben, au- 
fscrhalb heider Kreise liegen, und zweitens, wenn nemlich die beiden Kreise sich schnei- 
den, innerhalb. Zuvürderst wollen wir den ersten Fall betrachten. Da die Tangente 
auf dem Radius, der durch den Boriihruugs- Punct geht, senkrecht steht, und {a^-hß^ 
und(a^-f-b') die Quadrate der Abstände der Mlttelpuncte der beiden gegebenen Kreise vom 
Anfangs -Poncte der Coordinaten bedeuten, so folgt aus der Gleichung (2) mit Beziehung 
auf die 5. Figur : 

Om' = Om'. 
Ziehen wir also von einem Puncte , den tvir beliebig auf der Chordalen ztveier 
Kreise annehmen, Tajigenten an diese Kreise, so sind diese Tangenten, bis zum Be- 
ruhiiings- Puncte genommen, einander gleich. 

Im zweiten Falle, der dadurch angezeigt wird, dafs p^ und r'^ gröfscr sind als Fig. 6. 
(a'-i-ß^) und (aM-b') gibt die Constmction der beiden Theile der Gleichung (3) die Qua- 
drate derjenigen halben Chorden der beiden Kreise, welche in dem Puncte O senkrecht 
stehen, auf den durch eben diesen Punct gehenden Radien; oder mit andern Worten die 
Quadrate derjenigen halben Chorden beider Kreise, die in O halbirt werden. Und hier- 
aus folgt denn mit Beziehung auf die 6. Figur: 

/.t/i =3 mm'. 
Wenn also za>ei Chorden ztveier Kreise sich gegenseitig in einem Pancle der ge- 
rn einschafitichen Ckorde der beiden Kreise halbiren, so sind dieselben einander gleich. 

99. An den ersten Fall der vorigen Nummer schliefst sich unmittelbar folgender 
Salz apt 

Die Chordale ziveier Kreise halbiri die gemeinschaftlichen Tangenten derselben, 
wenn überhaupt gemeinschafilichc Tangenten möglich, sind. 
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100. Wenn wir za olaigen Leiden Kreise noch einen dritten Kreis hinzufügen, Tiir 
dessen Gleichung wir folgende nehmen; 

Cy— B)M-Ck— A)« = R', 
so kommt für die Chordale dieses und des ersten der Kreise (l): 

2CB— |3)y4-2{A— £<)x = ^=-(«'4-^)— r'4-(a'+h^). (4) 

Nehmen wir nun den Anfangs-Punct der Coordinalen in dem Dnrchschnitte von (2) nnd 
<^), also im Chorda! -Puncte der drei gegebenen Kreise , so erhalten wir, ähnlich wie oben: 

Fig- 5, d. h, , wenn w den Fall der 5. Fignr nehmen : 

P^ = Pm = PM. 
Ziehen mr also com Chordal-Piincie, im Falle daß derselbe aufserhalb liegt ^ Tan- 
genten an die drei Kreise, so sind diese Tangenten einander gleich. 
'Was den andern Fall betrifft, so hat man folgenden Satz: 

Wenn man durch den Durchschnitt der gemeinsckaßUcken Chorden dreier sich 
schneidenden Kreise, in jeden dieser Kreise eine neue Chordc legt , die auf dem , durch 
denselben Punct gehenden Radius desselben senkrecht steht, so sind die so bestimmten 
drei Chorden einander gleich. 

101. Aus den vorigen beiden Nummern ergehen sich noch folgende Satze: 
beschreibt man aus einem beliebigen Puncte der Chordalen zweier Kreise mit ei- 
nem. Radius, der gleich den, von diesem Puncte an die gegebenen Kreise gezogenen 
Tangenten ist, einen neuen Kreis, so schneidet derselbe die gegebenen unter rechten 
Winkeln; oder, der Ort der Miitelpuncte aller Kreise, die zwei gegebene unter rechten 
Winkeln schneiden, ist die Chordale derselben. 

Sind drei Kreise gegeben, so existirt ein einziger Kreis, der alle drei unter rechten 
Winkeln schneidet, derjenige Kreis nemlich, der ans dem Chordal-Pnncte, mit ei- 
nem Radius der den ans diesem Puncte an die gegebenen Kreise gezogenen Tangenten 
gleich ist, beschrieben wird. Diesen Kreis können wir den Orthogonal-Kreis nen- 
nen. Es existirt kein solcher Kreis, wenn der Chordal-Punct innerhalb der gegebenen 
drei Kreise fällt. 

102. Wie wir indem VorlgendenBegriff derChordalen zweier beliebiger Kreise aufge- 
stellt haben, so können wir auch in demselben Sinne von der Chordalen eines Krei- 
ses nnd eines Punctes sprechen. Hieran berechtigt uns nemlich die Verbindung der 
beiden Gleichungen: 

(y-,9)M-{x-B)'' = eS (i) 

(y-b)M<x-af = o, W 

wo wir durch die zweite Gleichung einen Pnnct bezeicbnen, dessen Coordinaten b und a 
sind, denn nur wenn wir zugleich: 

y = h, X 5= a, 
setzen, geschieht dieser Gleichong Geniige. Ziehen wir die beiden Gleichungen (l) und 
(2) von einander ab, ohne dabei weiter an den Durcbschnitt der durch dieselben darge- 
stellten Oerter zu denken, so kommt, ähnlich wie früher: 

2(b— /5))H-2(a— «)x = p«— («M-;3'} -KaM-b^) , (3) 

die Gleichling einer immer construirbaren geraden Linie, die sich uns in Beziehung auf 
die Art, wie wii- dieselbe erbalten haben, gewiss crmaaCsen als eine gemeinschaftliche (ideale) 
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Chorde vonPonct \md Kreis darstellt, und die wir cljcn aus diesem Grunde die Chordale 
von Pnnct und Kreis genannt haben. 

103. Wenn wir den gegebenen Panct zum Anfangs-Puncfe der Coordinaten wälilen» 
nnd die erste Ase durch den Mittclpunct des Kreises legen, so ist: 

J) = o, a = o, ß :=s o; 
und die letzte Gleichung geht in folgende, leicht zu construirende , tiher: 

2«K = «^ — '^1* = (« — p)CK'+-p). (4> 

Die Chordale von Punct und Kreis fällt immer aufserhalb des Kreises; diefs ist so- 
gleich ersichtlich aus der lefaten Gleichnng , wenn wir dieselbe unter folgende Form bringen : 
. , a-ho 

;bene Punct aufserh. 
Eins und folglich; ,. 

also mit Beziehung anf die 7. Figur: 

OP < OK. 

Liegt hingegen der gegebene Pnnct innerhalb , so ist « kleiner als p, mithin -— -^ kleiner 
als Eins und folglich 

und wenn wir diesen Ausdruck auf die 8. Figur übertragen : ^'g- 8- 

OP > OK. 
Nehmen wir endlich den gegebenen Pnnct auf dem Umfange des Kreises an, setzen wir 
also a = p, so geht die Gleichirag {4) in folgende über: 

also, wie zu erwarten stand, in die Gleichung der Tangente in dem gegebenen Puncte. 

I0;i. Nehmen wir den Anfangs -Punct der Coordinaten in irgend einem Pimcte der 
Chordalen von Kreis und Punct an, so ergibt sich aus der Form der allgemeinen Glei- 
chung dieser Linie (3); 

5'_(«3^^') = a'-+.h% 
als Bedingungs- Gleichung zwischen den Constauten der Gleichungen (l) nnd (3). Auf 
die 7- imd Ö. Figur, wo PS die ChordaJe ist, übertragen, heifst dicfs: Fig. 7,3. 

SO = S/*. 

2ie^ti man also von irgend einem Puncto der Chordalen von Punct und Kreis eine 
Tangente an letztern, so ist dieselbe gleich der Entfernung des auf der Chordalen. be- 
Uebig angenommenen von dem gegebenen Pimcte. 

Hieraus folgt ferner, im Falle der gegebene Punct auiserhalb liegt, dafs die Chordale 
die beiden von dem Puncte an den Kreis gezogenen und bis zu den Berührungs-Punclen 
genommenen Tangenten balhirt. Für den angezeigten Fall können wir hierauf die Con- 
struction der in Rede stehenden Chordalen gründen. Es ist S'O = SV- 

105. Wir können endlich auch noch, der üehereinstimmung mit dem "Vorigen we- Fig. 7, 
gen, von der Chordalen zweier Puncte sprechen. Denn, setzen wir in der Glei. 
chung(4) p =s o, so reducirt sich auch der Kreis (l) auf einen Punct und diese Gleichung 
gibt alsdaiui folgende : 

I = — ' 
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Diese Gleichung zeigt, wenn wjr auf die Beslimmnng der Coordinaten - Ascn Rücksiclil 
nehmen, dafs die Chordale zweier Puncte diejenige gerade Linie ist, welche in der 
Mitte der Geraden, die die beiden Punclc vertindet, anf derselben senkrecht steht. 
Die allgemeinste Gleichung dieser Linie halten wir bekommen, wenn wir die beiden 
Gleichungen : 

(y-i5)M-Cx-«)^ = o, 

(y_b)^-(-(x— a)^ =s o , 
von einander ahgezogen hätten. Jeder Punct dieser Chordalen steht gleichweit von den 
gegebenen Pancten ah. 

106. AiTS den letzten Erörterungen ist ersichtlich, dafs, wenn auch unter den Glei- 
chungen, die wir früher (%) durch: 

A = 0, E = o, C = o, (5) 

bezeichnet haben, Gleichungen von folgender Form: 

, (y-(f)'-Ki-B)" = 0, 
sich befinden, dennoch immer die Gleichungen 

A— B = 0, A— C = , B— C = 0, 
sich leicht -conslruiren lassen, und drei gerade Linien bedeuten, die durch ein und den- 
selben Punct gehen, nemlich durch den Chordal-Punct der drei gegebenen Ocr-' 
ter (5). Und femer, wie wir auch die Conslanten in einer der Gleichungen C5), etwa 
in der ersten, (A = 0), besümmen mögen: der Durchschnitt der beiden Chordalen: 

A — B = o, A — C = o, 
die mit jeder andern Constanten-Bestimmung ihre Lage andern, erfolgt immer auf ein 
und dersclhcn geraden Linie, auf der Chordalen der beiden festen und unveränder- 
lichen Oertcr (B = o) und (C = o). 

Hiernach kommen wir zu einer Reihe von mannigfaltigen Sätzen, oder vielmehr zu 
hesondern Fällen eines allgemeinen Salzes, wenn wir Puncte und Kreise auf verschiedene 
"Weise zn drei combiniren. Wir haben in dem Obigen drei Kreise zusammengestellt; wir 
können nun auch zwei Kreise and einen Punct zusammenstellen, und einmal den Punct, 
das andere Mal einen der beiden Kreise sich verändern lassen, ferner zwei Puncte und 
einen Kreis zusammenstellen und auch hier wiederum einmal den Kreis, das andere Mal 
einen der beiden Puncte als veränderlich betrachten; endlich können wir auch drei Puncte 
nehmen. Je nachdem nun die drei zusammengestellten Ocrter bestimmte Lagen in Be- 
ziehung auf einander haben, können wir die Aussage der besondern Fälle verschiedent- 
Uch einkleiden. Ich hebe die folgenden Beispiele hervor. 

107. Wir wollen zuerst einen Kreis und zwei Pnncte zusammenstellen und 
UberdieTs annehmen, einer der Puncte befinde sich auf dem Umfange des Kreises. Für 
eine der Chordalen bekommen wir also die Tangente, welche in dem letztgenannten Puncte 
den Kreis berührt; für eine andere die gerade Linie, die auf derjenigen, welche die ge- 
gebenen Puncte verbindet, in der Mitte derselben senkrecht steht. Diese beiden Linien 
ändern ihre Lage, wenn wir denjenigen Punct, der anf dem Kreise sich befindet, auf dem- 
selben fortrücken lassen; sie schneiden sich aber immer in einem Puncte der Chordalen, 
die zu dem andern Puncte nnd dem Kreise gehört. Das allgemeine Schema der 106. 
Nummer enthält also folgenden speciellen Salz; 
Fig. 9. Wenn mr von irgend einem festen Puncte (Ä), innerhalb oder außerhalb eines ge- 

sehenen Kreises, nach einem beliebigen Puncte desselben C'')(c)) eine gefade Linie 
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{Rr, Cßji» ziehen, so schneiden sich das Perpendikel in der Mitte derselben {MS, (fia)) und 
die' Tangente in letzterm Puncle CjCp)) ''" irgend einem Puncle (A',(ö-)) der, wie auch 
jeder auf dem Umfange des Kreises Jbrtrücken mag, immer auf derselben geraden Li- 
nie bleibt. 

108. Wenn wir, übrigens bei derselben Zusarameiislellung als vorhin, annelimen, der Fig. 10, 
feste. Pnnct R liege auf dem Kreise, der andere aber r liege aufserhalb, übrigens aber 
durchaus beliebig, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn mr von einem beliebigen Puncte (r) nach einem festen Puncte {R) auf dem 
Umfange eines gegebenen Kreises eine gerade Linie {Rr) ziehen, und In der Mitte der- 
selben ein Perpendikel errichten, so schneidet dieses Perpendikel (^MS) die gerade Li- 
nie (tt) , welche die beiden von demselben Puncte {r) an den Kreis gezogenen Tangenten 
halbirt, in Irgend einem Puncte {S), der, wo wir auch Immer jenen beliebigen Punct an- 
nehmen mögen, stets auf der Tangente Im Jesten Puncte (ü) liegt. 

109. Wir haben den allgemeinern Satz, der beiden vorigen in sich fast, wenn wir 
durchaus keine Bestimmung über die Lage der beiden Pnncte R und r machen. Wir 
■verweilen indefs hierbei nicht langer, und nehmen gleich, indem wir nach wie vor, zwei 
Puncto und einen Kreis betrachten, nun nicht mehr einen der Puncte, sondern 
,dcn Kreis als veränderlich. So ergibt sich folgender Satz: 

IVenn irgend zivei Puncte gegeben sind, und man beschreibt einen beliebigen Kreis, Fig. n. 12 
so schneiden sich die Chordalen jiir diesen Kreis und jeden der beiden Puncte, auf dem 
in der BTllte der geraden Linie, welche jene Puncte verbindet, errichteten Perpendikel. 
NehmeTt wir also an, dafs der beliebige Kreis die beiden gegebenen Puncte R und r 
nicht umschUefst, so schneiden sich auf der eben bezeichneten geraden Linie SS die bei- 
den geraden Linien TT und tt, welche die von R und r an den beliebigen Kreis gezoge- 
nen Tangenten-Paare halbiren, wie wir auch Immer diesen Kreis bestimmen mögen. 
{Flg. 11,) Geht der beliebige Kreis immer durch einen der beiden festen Puncte, durch 
r, so schneidet die Tangente in diesem Puncte die Gerade Tl', welche die von dem an- 
dern Puncte R an den Kreis gezogenen Tanßenten halbirt , Immer In einem Puncte S 
der besagten geraden Linie. (Fig. 12.) 

110. Wir wollen ferner zwei Kreise mit einem Puncte znsammonstellen und Fis. IS. 
diesen Punct als beliebig betrachten. Der entsprechende Satz ist folgender: 

Wenn man von irgendeinem Puncte (R) zwei Tangenten- Paare an zwei feste und 
unveränderliche Kteise zieht, so schneiden sich die beiden geraden Linien (TT, tl), von 
denen jede die Tangenten eines Paares halbirt, in einem Puncte (iS), der immer, wo 
wir auch den beliebigen Punct (Ä) annehmen mögen , auf einer geraden Linie, der Chor- 
dalen beider Kreise, bleibt. Wenn insbesondere jener Punct (R) auf dem Umfange ei- 
nes der beiden Kreise angenommen wird, so schneidet die Tangente In diesem Puncte 
iRS) die gerade Linie TT, welche die von demselben Puncte an den andern Kreis gc~ 
zogenen Tangenten halbirt, immer auf der besagten geraden Idnie. 

111. Wir können endlich auch, bei gleicher Zusammenstellnng , nicht den Punct, 
sondern einen der beiden Kreise sich ändern lassen. Wir heben hier nur fol- 
genden speclellen Fall hervor: 
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TTenn ein Kreis (Q und ein Pujict {B) gegeben ist, und mr beschreiben irgend einen 
neuen Kreis (j/), der durch den gegebenen Punct (R) geht und den gegebenen Kreis 
schneidet, so schneiden sich die Tangente des beliebigen Kreises im gegebenen Puncte 
und die gemeinschaftliche Chorde desselben mit dem gegebenen Kreise immer auf dersel- 
ben geraden Lim'e(SS)der Chordalen der beiden gegebenen Oerter. 

112. Wenn wir zuletzt, um auch diesen Fall za erwähnen, drei Piincte zusam- 
menstellen, so gibt unser allgemeines Schema den bekannten und auch im vorigen Ab- 
schnitte bewiesenen Satz, dafs die drei, in den Mitten der drei Seiten eines beliebigen 
Dreiecks errichteten, Perpendikel sich in demselben Puncte schneiden. Wir haben also 
diesen Satz bewiesen, und der Beweis lafst an Strenge durchaus nichts zu wünschen 
"dhrig, indem wir die Gleichungen der Winkel-Puncte des Dreiecks, Gleichungen unter 
folgender Form : 

(y_,9)^4.(s_-a)^ = 0, 

(y— l))^4<x-a)' = o, 

Cy_n)M-(x— AJ^ = 0, 
mit einander verbunden haben. Und zugleich (105) ist erwiesen, daCs der Durchschnitts- 
Punct der drei Perpendikel von den Winkel - Punctcn des Dreiecks gleichwoit absteht, 
mithin der Mittelpunct des umschriebenen Kreises ist. 

113. Die vorstehenden EntwicUungcn sind für unsere Absicht mehr als genügend, 
Wir erwähnen nur noch folgende Sätze, deren Beweis in den frühern Nummern liegt: 

Zieht man aus dem Chordal-Punct eines Kreises und zweier Puncte gerade Linien 
nach diesen und Tangenten an jenen, so sind diese Linien einander gleich. Beschreibt 
iHan nun ferner aus jenem Chordal -Puncto einen Kreis, dessen Piadius jenen Linien gleich 
ist, so schneidet dieser den gegebenen Kreis unter rechten Winkeln. Ebenso schnei- 
det ein Kreis, dessen Mittelpunct der Chordal-Punct zweier Kreise imd eines Puncles 
ist, und durch diesen Punct geht, jene Kreise unter rechten Winkeln. 

114. Wir kommen zu einer neuen Reihe von Sätzen, wenn wir denjenigen der bis- 
her zusammengestellten Oerter, welchen wir durchaus als beliebig angenommen haben, 
nun zwar noch immer als veränderlich betrachten, ihn Jedoch dadurch näher bestimmen 
daTs die Chordalc dieses und eines der gegebenen unveränderlichen Oer- 
ter dieselbe bleibt.. Alsdann ist der Chordal-Punct ein fester und imveränderlicher. Um 
diefs an unser früheres Schema zu knüpfen, wollen wir die ersten beiden der drei durch: 

A = o, B = o, C = o, 
dargestellten Oerter als gegeben betrachten; alsdann ist zunächst 

A— B = o 
eine constante gerade Linie; ferner nehmen wir den dritten Ort veränderlich, jedoch 

so, dafs: 

A — C = o 

ein und dieselbe gerade Linie bezeichnet. Bei diesen Yoranssetzungen ist der Chordal- 
Punct, der im Durchschnitt der eben bestimmten Linien Hegt, ein fester Pnncl. Durch 
diesen festen Punct geht immer, wie wir auch, unter den angezeigten Beschränkungen, 
den dritten Ort nehmen mögen, die durch 

B — C = 
gegebene Ghordale. 
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115. Hierhin gcliörE nun zunächst folgender Satz: 

TVenn zmei Kreise gegeben sind und wir consiruiren irgend einen dritten Kreis, der 
einen der beiden gegebenen entweder in demselben Puncte berührt, oder in denselben 
beiden Puncten schneidet, so bleibt der Chordal - Panct der drei Kreise derselbe, wie 
mr auch unter diesen Bedingungen den dritten Kreis bestimmen mögen, 

116. Hierauf gründet sich eine leichte Construclion der beiden Kreise, die einen 
gegohenen Kreis berühren und zugleich, entweder durch zwei gegebene 
Punclc gehen, oder einen zweiten gegebenem Kreis (oder gerade Linie) 
in einem gegebenem Puncte berühren. Für den erste n Fall Llofs wollen wir 

die Constrnction anzeigen. Sey TKT'K' der gegebene, zu berührende Kreis, M nnd Fig. 
M' die beiden gegebenen Pnncte. Darcb diese Puncte löge man einen beliebigen Kreis, 
der den gegebenen schneidet, was nach der Figur in K und K' geschieht; ziehe ÄIM'und 
KK', die sich genugsam verlängert in P schneiden, und lege endlich von P aus Trr.igen- 
ten an den gegebenen Kreis. Die Berübrungs-Puncle T und T'*) sind alsdann diejeni- 
gen Puncte, in welchen die beiden möglichen Kreise, die den Forderungen der Aufgabe 
Genüge leisten, den gegebenen Kreis berühren. Hiernach sind diese Kreise selbst, die in. 
der bezüglichen Figur starker ausgcdriiclct sind, leicht zu tonstruiren. Fällt der Punct P, 
der Chordal-Punct des gegebenen und jeder zwei beliebiger Kreise, die darcb M und M' 
gehen, (unter die letzgenannten geboren die gesuchten Berührungs-Kreise) innerhalb des 
gegebenen Kreises, so ist die Aufgabe unmöglich. Dieser Umstand findet dann Statt, 
venn einer der gegebenen Puncte innerhalb, der andere aufserhalb liegt. 

117. Da die Mittelpunctc aller Kreise, die durch dieselben beiden Pnncte gehen, in 
gerader Linie liegen, so können wir den Satz der ll5, Nummer auch in folgende Aus- 
sage einkleiden. 

Die gemeinschaftlichen Chorden eines gegebenen Kreises mit allen Kreisen, deren 
Mitielpuncle in gerader Linie liegen, und die überdieß durch einen festen Punct gehem 
schneiden sich in ein und demselben Puncte, und umgekehrt, der Ort der Mtttelpuncte 
■aller Kreise, die sich in demselben Puncte schneiden, und deren gemeinschaftliche 
Chorden mit einem gegebenem Kreise durch einen festen Panct gehen , ist eine gerade 
Linie, 

Der Beweis dieses Satzes ist durch das einfache Schema der HA- INiimmer vollkora- 
jnen strenge geführt, wir wollen indefs noch einen andern Beweis desselben Satzes hier 
anzeigen. Seyen: 

(y-b)=-l-Cs-a)= = rS 

die Gleichungen zweier Kreise, deren Chordale: 

2(/l— b)y+.2(«~a>==rMa'-f-h=)— p'-f-(a'-4-,Ö^), 
durch irgend einen festen Punct geht. Denken w uns die Kreise auf diesen Pnnrt als 
Anfangs-Punct der Goordinaten bezogen, so kommt: 

r'— (aM-b^) = Q^-i-aH-ß- 

") Nach einer allgeniciiicn Eigenschaft Jer Linien zweiter Ortlnntig Irömieii Wir auf seitr leiclite 
Weise (iie Bcniiirungen besiimmen, ohne die Tangeiifen selbst zu wichen. HicrüberumStÜnd'- 
ilcbe Erörterungen in dem foigondcn Absclinilfi;, 
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Diese Gleichung mnfs immer zwischen den Constanten bestehen, wenn wir den zwei- 
ten Kreis so sich ändern lassen, dafs die gemeinschaftliche Chorde durch den Anfangs- 
Punct geht. Machen wir zugleich noch die Beslimmung, dafs der zweite Kreis durch 
irgend einen festen Punct (y', x') gehen soll, so ist: 

(/-j9)-h(x-«) = p% 
und wenn wir vermittelst dieser Gleichung aus der vorigen p' fortschaffen, so kommt: 

r''— (a'-Hh^) = y'^+x''^— 2/9/ — 2«x'. 
In dieser Glelchnng sind ß tind a die einzigen nicht bestimmten Gröfsen, betrachten 
wir sie daher als veränderliche Gröfsen und setzen y und x an ihre Stelle, so erhal- 
ten wir, indem wir Hofs ordnen: 

Sy'y-hix'x = y'*+x'=+aM-b^— r^: 
die Gleichung einer geraden Linie, des Ortes aller Mittelpuncte der veränderlichen Kreise. 

118. Der Beziehung auf das folgende wegen, führen wir noch einschaltimgsweise an, 
dafs wir vermittelst des Satzes der letzten Nummer auch die Aufgabe auflösen können: 
emen Kreis zu beschreiben, der zwei gegebene Kreise berührt, und dessen 
Fig. lö. Mittelpunct auf einer gegebenen geraden Linie Hegt. Verkürzen wir nemlich 
den Radius des gröfsern der gegebenen Kreise CM um den Radius des kleinem Kreises 
CM', so ist der Mittelpunct, y, des Kreises y/i, der durch den Mittelpunct C des zwei- 
ten Kreises geht und den verkleinerten ersten Kreis berührt, zugleich auch der Mittel- 
punct des verlangten Kreises yfi, der die gegebenen beiden Kreise berührt, nnd zwar so 
berührt, dafs der kleinere nicht umhüllt wird. Dieser Kreise gibt es zwei. Wir finden 
auf ähnliche Weise diejenigen beiden Berührungs -Kreise, welche den kleinern Kreis um- 
hüllen, so dafs wir im Ganaen vier Kreise bekommen, die den Forderungen der Aufgabe 
Geniige leisten. (Das in dieser Nummer gebrauchte Verfahren ist ein bekanntes.) 

*'g- 17- 119. Mit dem Satze der 115. Nummer gehört der folgende zusammen: 

Wenn ztvei Kreise gegeben sind und wir nehmen irgend einen dritten Kreis ^ der, 
mit einem der beiden ersten, den er auch nicht schneidet, zusammengestellt, eine constanie 
Chordale hat, so ist der Chordal-Punct der drei Kreise ein unveränderliciier Punct, 
m'e wir auch immer den dritten Kreis bei den eben gemachten Beschränkungen verän- 
dern mögen. 

Dieser Satz liefert uns eine Construction der Aufgabe einen Kreis zu beschreiben, 
der mit einem gegebenen Kreise eine gegebene Linie zur Chordalen hat 
und zugleich einen zweiten gegebenen Kreis berührt, eine Aufgabe, die der- 
jenigen der 116. Nummer entspricht. 

Scy C der erste Kreis, PQ die gegebene gerade Linie, C der zweite Kreis, der be- 
rührt werden soll. Zieht man die Chordale der beiden gegebenen Kreise, welche der ge- 
gebenen Chordalen nach der Figur inP begegnet, so ist dieser Punct der Chordal-Punct 
der beiden gegebenen und jedes dritten Kreises, der, mit dem ersten zusammengestellt, 
PQ zur Chordalen hat. Durchdiesen Punct gebt also auch die gemeinschaftliche Tangente 
des zweiten und desjenigen Kreises, der den Forderungen der Aufgabe entspricht, wor- 
aus dann umgekehrt folgt, dafs, um den Berührungs -Punct dieser beiden Kreise zu be- 
stimmen, vi'ix blofs von P an den zweiten Kreis eine Tangente zu ziehen brauchen. Da 
CS zwei Tangenten gibt, so gestattet die Aufgabe, ähnlich wie die der 116. Nummer, 
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eine doppelte Auflösung. Die beiden verlangten Kreise selbst {y,y') sind liiernacb leicht 
zu constrairen ; denn einerseits liegt der Mittclpunct jedes derselben auf einer der zwei 
geraden Linien, welche den Mittclpunct des zweiten Kreises mit den beiden eben bestimm- 
ten Berührungs-Pancten verbindet, andrerseits liegen die Mittelpuncte beider Kreise 
anf derjenigen geraden Linie, welche durch den Mittelpunct des ersten Kreises geht, und 
senkrecht auf der gegebenen Chordalen steht. 

120. Auf ganz analoge Weise können wir denjenigen Kreis construiren, der mit Fig. 18. 
einem gegebenen Kreise eine gegebene gerade Linie zur Chordalen hat 

und aufserdcm noch durch einen gegebenen Punct geht. 

Sey G der gegebene Kreis, PQ die gegebene gerade Linie, Pi der gegebene Punct. 
Construiren wir nun die Chordale von Punct und Kreis, und schneidet dieselbe die gege- 
bene gerade Linie in P, so ist PR eine Tangente an den gesuchten Kreis im gegebenen 
Puncte R. Das Uebrige ergibt sich wie vorhin. 

121. Die Constructioncn der beiden vorigen Nummern erleiden endlich nur leichte 
Modificationen , wenn statt des Kreises C ein Punct gegeben ist, und der gesuchte 
Kreis einmal einen gegebenen Kreis berühren, das andere Mal durch einen 
aweiten gegebenen Punct gehen solh Um nur den letzten Fall zu nehmen, sey Fig. \9. 
C der erste Punct, PQ die gegebene gerade Linie und R der zweite Punct, Das Per- 
pendikel in der Mitte der geraden Linie, welche die beiden gegebenen Pnncte C und II 
verbindet, schneide PQ in Pj ziehen wir .alsdann PR, so ist diese Linie eine Tangenie 

des gesuchten Kreises (y) im gegebenen Puncte R. 

122. Wenn ^vir für den, in der 114. Nummer durch B = o bezeichneten Ort irgend 
einen festen Punct nehmen, so knüpft sich folgender Salz an das Schema jener Nummer: 

Construirt man beliebig viele Kreise, welche eine gemeinschaftliche Chordale ha- 
ben und zieht man von irgend einem beliebigen aber festen Puncte Tangenten- Paare 
an die verschiedenen Kreise, so gehen alle diejenigen geraden Linien, welche die beiden 
Tangenten jedes Paares halbiren, durch einen festen Pimct der gemeinschaftlichen Chor^ 
aalen. Durch denselben Punct geht auch die Tangente, fvelche im gegebenen Puncte 
an denjenigen Kreis gelegt iverden kann, der zugleich durch letztern Punct geht. 

In der 20, Figur gehen alle Kreise durch die beiden festen Puncte M und M', der f,y, 2^ 
angenommene Punct ist R, und im Puncte P laufen die im Satze bezeichneten geraden 
Linien TT, RP zusammen. 

123. Wir konnten noch für die andern besondem Fülle das Schema der 114. Num- 
mer construiren, statt dessen wollen wir im Allgemeinen alle diejenigen Kreise analytisch 
.bestimmen, welche mit zweien gegebenen dieselbe Chordale haben. Da 
die Mitlelpuncte aller dieser Kreise in einer geraden Linie liegen, die auf der Chordalen 
senkrecht steht, so wollen wir diese Linie zur ersten Axe nehmen. Auf dieser Axe liegen 
auch die Mittclpuncte der beiden gegebenen Kreise, deren Gleichungen also von folgender 
Form sind: 

f +'-—«■>["(', ^,, 
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Wir erhalton die allgemeine Gleichungen derjenigen Kreise, welche, mit jedem der 
gegebenen zusammengestellt, dieselbe Cbordale geben als die beiden gegebenen Kreise 
unter sich, wenn wir die eine der letzten Glcichnngen mit einem unbestimmten Coefficien- 
tcB (t, dem wir sowol positive als negative Werthe beilegen, mullipbclren und dann zur 
andern Gleichung addiren. Auf diese Welse kommt, wenn wir zugleich mit dem Coef- 
ficienten von y^ dividiren: 

Y^ pi. x' — 2 l*»-^^ j ^ /i(e'— a=)+(r'— a^ _ 

Wir können diese Gleichung dorch eine schickliche Wahl der zweiten Axe noch verein- 
fachen; wir können z. B. die Cbordale der beiden gegebenen Kreise zur zweiten Ase neh- 
men, alsdann Ist: 

wodurch die letzte Gleichung folgende Gestalt annimmt: 

Nun künnen wir endlich noch, der Kürze halber, 

^i^±^ = m 

setzen, wenn wir durch m eine neue unbestimmte Gröfsc bezeichnen, die, da ix alle mög- 
liche Werthe erhaltch kann, ebenfalls keiner B es ehr an kang unterworfen ist. Die obige 
Gleichung geht alsdann in folgende über: 

y*4.x5— 2nix = p"— «*. (z) 

W^ir kommen mit gcringerm Aufwände von Kechnung zu demselben liesultate, wenn 
wir, statt die beidenKreis-Gleichungcn(l)mit einander zu verbinden, die eine dieser Glei- 
chungen mit der Gleichung der Chordalcn, die bei unserer Axen-Annabme folgende ist! 

durch Addition verbinden, nachdem wir die letztere mit irgend einem Cocflicienten [miilti- 
plicirt haben; d. h. mit andern VA^ orten, wenn wir eine der Kreis -Gleichungen z. B. die 
erste , entwickeln : 

y'»t-x'— 2ax = p' — a', 
und den Coefficicnten der ersten Potenz von x als durclians beliebig annehmen ; schrei- 
ben wir für denselban 2ra, so kommt wie oben : 

yM'X^ — 2mx t=! p*— «*. 

124- W^ir können der in der vorigen Nummer entwickelten Gleichung folgende 
Form geben: 

y'-f-(x— m)ä = p»--ftM-m'. (3) 

Die Realität dieser Gleichung fordert, dafs der zweite Thci! derselben positiv sey, Diefs 
findet immer Statt, wenn p' gröCscr ist als «^, d. h. wenn die beiden gegebenen, und also 
auch alle gesuchten Kreise sich schneiden. In diesem Falle mögen wir m, oder die 
Mittelpuncts-Abscisse bestinimen wie wir wollen, die letzte Gleichung gibt immer einen 
reellen Kreis, der kleinste Kreis entspricht der Bedingung, dafs m verschwmdet , sein Ra- 
dius ist (p^ — tt'). BerUhi'en sich die beiden gegebenen Kreist', so können wir dnrch 
Verbindung ihrer Gleichungen einen neuen Kreis von jedem hellehlgen Radius be- 
kommen. Dieser Fall bildet den Uehergang dazn, dafs die beiden gegebenen Kreise 
und mithin auch irgend zwei der in F(.ede stehenden Kreise sich nicht schneiden. Als- 
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dann ist e^ kleiner als a*, und wir erhalten für die Realität von (3) folgende Bedingungs- 
Gleichung : 

m^ > u^—f. 
Die Mittclpuncls-ALscisse ist also, abgesehen vom Zeichen, nothwendig grilfscr als die 
Tom gemeinschafLlichen Chordal-Puncte aller, (namentlich auch der beiden gegebenen) 
Kreise an dieselben gezogenen Tangenten. Nehmen wir 

ni^= "^— (>^> also m = + K"^ — ^S 
so LcKeichnet die Gleichung (3) einen Punct. Diese Puncte, deren es zwei gibt, sind 
leicht zu construiren. Ist 

m^ < u^—f, 
so bedeutet die Gleichung (3) durchaus nichts, oder wenn wir lieber wollen, einen imagi- 
nären jKreis, einen Kreis, dessen Radius durch einen Ausdruck von dcv Form liK—l 
gegeben ist; und wir sehen zugleich, dafs zwei imaginäre Kreise, oder auch ein reeller 
und ein imaginärer Kreis eine reelle Chordale Laben. 

125. Da das Wesentliche der von nns überall durchgeführten Methode in der geo- 
metrischen Deutung solcher Gleichungen, die wir aus der Verbindung anderer Glei- 
chungen erhalten, besteht: so dürfen wir Bemerkungen von der Art der eben gemachten 
rucbt aufser Acht lassen, besonders nicht in der Theorie der Linien höherer Ordnung. 
Wir müssen sie indeCs für weiter nichts nehmen, als für das, was sie wirklich sind: für 
analytische Beziehungen; und wenn z. B. vorhin von imaginären Kreisen die Rede 
war, so ist dicfs nur eine Sprache, die den analytischen Formen angepafst ist. 

136. Aus dem Frühern ist ersichtlich, dafs, wenn ein Kreis und ein Punct auf die- 
sem Kreise gegeben ist, wir die Gleichung der Tangente in diesem Puncte bekommen, 
wenn wir von der Gleichung des Kreises die Gleichung des Punctes un- 
ter der Form einer quadratischen Gleichung ahziehn. Hierauf gründet 
sich eine hlibsche Tangenten-Theorie für den Kreis, die aber, wie wir im Folgenden ent- 
wickeln werden, sich nicht allein auf den Kreis beschränkt, sondern, indem wir dieselbe 
auf andere Linien ausdehnen , zu sehr allgemeinen Resultaten führt. 

Sey also: 

die Gleicbnug des Kreises und; 

die GlcJcbting des gegebenen Punctes (y", x"), und da dieser Punct, unserer Vorausse- 
tzung gemäfs, auf dem Umfange des Kreises liegt, so haben wir zugleich folgende Bc- 
dingungs - Gleichung zwischen den Coordinaten desselben; 
(y"-|5)^-h(x''-«)^ = f. 
Ziehen wir die beiden Gleichungen (1) und (2) von einander ab, so kommt: 

2(y"-fJ)y-f-2(x-'-«)x =_ 4,5-(-(y"^4-x"^)-C«^H-^') , 
nnddawir dievorhergehendeBedingungs-Gleichungauch folgendergeslalt schreiben können: 

y"»+s"»-(«'-f-|5^) = p=-f-2{y"~|3)^H-2(x"-«)a, 
30 erhalten wir, indem wir zusammenziehen und 'sjle Glieder durch 2 dividiren: 

(y"— /0(y-^) -1- es"— tt)Cx-«) = p*.. 
die gesuchte Gleichung der Tangente im Puncte (y", x"). Nehmen wir den Anfangs -Pnnct 
der Coordinaten in dem Mittelpnncte des Kreises an, so sind ß und u gleich INulI und 
die Gleichung der Tangente wird folgende 

y"y -h x"x = q\ 
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127. Wir woUea wieder einen Schritt Torwarts thnn nnd zu diesem Ende noclimals 
die Gleichungen zweier Kreise, so wie wir es bisher gethan hahen, mit einander verbin- 
den. Wir wollen den Anfangs -Punct der Coordinaten in den Mittelpunct des ersten 
Kreises legen und die erste Axe durch den Mittelpunct des zweiten führen. Alsdann ha- 
ben wir folgende beiden Gleichungen: 

y'-f- X* = T% (,) 

und wenn wir abziehen, so kommt: 

2mx— n^ = r^— ()^ (3) 

für die Gleichung der Chordalen. Diese Gleichung ist in Beziehung auf a vom zweiten 
firade, es gibt also im Allgemeinen zwei verschiedene ^Verlhe von «, welche, substi- 
tnirt in die letzte Gleichung, denselben Werlh für x geben, also dieselbe Chordale be- 
stimmen. Es gibt also zwei Kreise von gleichem Kadius 9, die mit einem dritten die- 
selbe Chordale haben. Wir wollen hier nur den Fall betrachten, dafs p gleich Null ist, 
die Gleichung (2) also einen Punct bezeichnet. Die Gleichung (^S) geht aber, wenn wirp 
gleich Mail setzen, und in Beziehung auf « ordnen, in folgende über: 

tt^— 9ttx -f- r^ = o. (0 

Wenn wir die beiden Wurzeln dieser Gleichung durch « und «" bezeichnen, so gibt die 
Theorie der quadratischen Gleichungen: 

(A~hu =2s, (ä) 

«■«" = rS (6) 

und zugleich bedingt die Realität dieser Wurzeln dafs 

x= > r% 
d.h. wie wir auch früher schon bewiesen haben Ctos;), dafs die Chordale von Punct und 
Kreis, der Punct mag aufscrhalb oder innerhalb liegen, niemals den Kreis schneidet. 

128, Die Gleichung der Tangente an den durch O) dargestellten Kreis im Punclc 
(j",k'') ist folgende : 

y"y4.x"x = r=, 
und wenn wir die Abscisse des Durchschnittes dieser Tangente mit der ersten Ase durch 
x' bezeichnen, so kommt, indem wir y = o setzen: 
x"x' = r'. 
Diese Gleichung stimmt mit (6) Überein, woraus wir denn den Schlnfs zu ziehen bcrcch. 
tigt sind, dafs zwischen den beiden Puncten (o,«') und (0, «"), welche mit einem gege- 
benen Kreise-ejjie^ gemeinschaftliche Chordale haben, dieselbe Beziehung Statt findet, als 
zwischen demig^i^en Puncte, in welchem zwei an jenen Kreis gezogene Tangenten sich 
schneiden und' der Mitte der Beriihrungs-Cborde {corde de conlact). 

129. Aus der Gleichnng(5) folgt, dafs die beiden in Fvede stehenden Puncte, die auf 
der ersten Ase liegen und durch die Abscissen «' und «" bestimmt .werden, zu beiden Sei- 
ten der Chordalen sich befinden und gleichweit von derselben entfernt sind. Diefs stimmü 
mit der lO/i- Nummer, die uns in dem Vorhergebenden schon zur Construction der Chor- 
dalen von Punct und Kreis gedient hau 

2i. 130. Zwei Puncte R und q, welche mit einem gegebenen Kreise dieselbe gerade 

Linie zur Chordalen haben, werden wir nach dem Yorgange französischer Mathematiker: 
angeordnete Pole in Beziehung auf diesen Kreis nennen. Diese Definition 
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wird aber gcwölinlicli mit Beziehung auf Tangenten gegeben und also an die 128. Num- 
mer geknüpft, 

131. Nach diesen Erörtcrnngen kommen -wir unmittelbar zu einer Reihe von Sätzen; 

Wenn man aus irgend einem Pnncte der gemeinschaftlichen Chordalcn eines gegebenen 
Kreises und zweier zugeordneter Pole, einen zweiten Kreis beschreibt, der durch einen 
der Pole geht, so geht er auch durch den andern Pol; ein solcher Kreis aber schneidet 
den gegebenen unter rechten Winkeln, und umgekehrt: 

Wenn ein Kreis durch irgend zwei Puiicle geht, die in Beziehimg auf einen andern 
Kreis zugeordnete Pole sind, so schneiden sich die beiden Kreise unter rechten Winkeln- 



132. Die folgenden Erörterungen schliefsen sich an das Schema der 114- Nui 
Scyen: 

A=o, B = o, C = o, C'=o, (i) 

die Gleichungen eines Kreises, zweier Puncte und des zugeordneten Poles des letatern 
Punctes in Beziehung auf jenen Kreis. Alsdann bezeichnen die Gleichungen: 

A — C = o, Ä— C'-=o, C — C' = o, 
ein und dieseihe Chordale, und gleichviel, ob wir die beiden ersten Oerter mit dem drit- 
ten oder vierten zusammenstellen, wir bekommen heidesmal denselben Chorda) - Punct. 
Durch diesen Punct gehen also: 

B — Ci=o, B — C' = o, 
und da der Durchschnitt dieser Linien, den Ohordal- Punct der drei letzten Oerter be- 
stimmt, so fällt auch dieser Punct mit den frühem zusammen. Es haben also je drei der 
xxclt Oerter (Oj ^'^ nicht dieselbe Chordale haben, denselben Chordal- Punct. 

Nehmen wir statt des zugeordneten Poles des zweiten Punctes den Pol des ersten, 
den wir durch die Gleichung B'=o darstellen, so ergibt sich gerade auf dieselbe W^eise 
wie eben, derselbe Cbordal-Punct für je drei der vier Oerter 
A=o, B = 0, C = 0, C' = o; 
und weil die drei ersten dieser Oerter mit den drei ersten der vier Oerter bei (I) einerlei 
sind, so ist dieser Punct mit dem der ersten Zusammenstellung ein und derselbe. Die 
zwei Paare zugeordneter Pole liegen also auf dem Umfange eines einzigen Kreises, und 
dieser Kreis schneidet den gegebenen unter rechten Winkeln. Also : 

Durch je zwei Paare, in Beziehung auf einen gegebenen Kreis, zugeordneter Pole 
läfst sich ein neuer Kreis beschreiben. Die beiden Kreise schneiden sich unter rechten 
Winkeln. Oder: Wenn irgend ein Kreis gegeben ist und man legt von irgend zweien, 
beliebig angenommenen, Puncten Tangenten an den gegebenen Kreis, und verbindet die 
Berührungen, so liegen die beiden angenommenen Puncte und die beiden Mitten der 
£ er iihrungs- Chorden auf dem Uinfange eines und desselben Kreises , der den gegebenen 
rechtmnklig durchsetzt. 

In der 22. Figur sind die beiden Paare zugeordneter Pole durch R und q, R' und q Fig 
bezeichnet. 

133. Durch Umkehmng erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn irgend zwei Kreise sich rechtmnklig schneiden, und man zieht aus dem Mit- 
telpuncte des ersten eine gerade Linie, w^che dem zweiten begegnet, so sind die beiden 
Durchschnitts -Puncte zugeordnete Bmteie in Beziehung auf den ersten Kreis. Oder, 
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mit andern Worten, tvenn man von irgend einem Pttncte des ztveken Kreises Tangen- 
ten an den ersten Kreis zieht, so liegt die Mitte der Bcrührungs - Chorde mederum auf 
dem zweiten Kreise. 

Diese Beziehung zwischen den Leiden Kreisen ist offenbar recinrok. 

13^. Wenn wir zwei Kreise mit einem Puncte und dem zugeordneten Pole dieses 
Pnnctes in Beziehung auf den ersten Kreis zusammenstellen: 

A = o, B = o, C = o, C' = 0; 
SO ist, vnn in der 132. Nummer, der Chordal-Puncl für je heliehigc drei dieser vier 0er- 
ter, die nicht schon eine gemeinsame Chordale haben, immer derselbe Punct. Wenn 
wir weiter gehen, und den Pol für den Punct, dessen Gleichung ist: C' = o, auf dem 
zweiten Kreise bestimmen, und diesen Pol daratollon durch die Gleichung C" = o darstellen: 
so finden wir wieder denselben Punct als eben für den Chordal-Punct je dreier von fol- 
genden vier Oertern; 

A = o , B = , C = 0, C" = o. 
Wir können nun wieder den Pol des zuletzt bestimmten Punctes auf dem ersten Kreise, 
consLruiren, und wenn wir auf diese W^eise beliebig fortfahren, so erhalten wir eine 
Reihe von Puncton, die alle unter sich und mit den beiden gegebenen Kreisen ein nnd 
denselben Chordal-Punct haben, und also auf dem Umfange eines Kreises Hegen, der 
die beiden gegebenen rechtwinklig schneidet. 

Wir bekommen eine neue Reihe von Puncten, die anl demselben Kreise sieb befinden, 
wenn wir zuerst auf dem zweiten Kreise, den zugeordneten Pol des gegebenen Punctes, 
dessen Gleichung ist C = o suchen, dann den Pol dieses Punctes auf dem ersten Kreise 
und so beliebig forifahren, 

In der bezüglichen Figur sind die in Rede stehenden Punctc durch: R, R', R", R", 
(1, p" , . . bezeichnet. 

Wenn also irgend zwei Kreise (diese Kreise mögen in einander liegen oder nicht, 
sie mögen sich schneiden oder berilhreii) und zugleich ein Punct gegeben sind, und wir 
bestimmen den Pol dieses Punctes auf dem ersten Kreise, für welchen ersten Kreis 
wir nach einander ^aäcn der beiden gegebenen Kreise nehmen können, dann weiter 
den Pol des so bestimmten Punctes auf dem zweiten Kreise, und wiederum den Pol 
des so erhaltenen Punctes auf dem ersten Kreise, und so beliebig fort: so liegen alle 
diese Conslruciions- Punct e auf dem Umfange eines neuen Kreises, der durch den ge- 
gebenen Punct geht und die beiden gegebenen Kreise unter rechten Winkeln schneidet, 

135. Zu denselben vmA andern Resultaten können wir auf eine allgemeinere Weise 
gelangen, wenn wir überhaupt die Bestimmung suchen, dafs ein vierter Ort mit drei ge- 
gebenen denselben Chordat-Pimct habe. 

Den Anfangs-Punct der Coordinaien wollen wir in den Chordal-Punct der drei ^t- 
gebonen Oerter logen, und 

(y_b)» + (x— a)^ = r* (0 

für die Gleichung eines derselben nehmen; alsdann erhalten wir für (a^^-b») — • r* und die, 
für die beiden andern Oerter auf entsprechende Weise gebildeten, Ausdrücke ein und 
denselben Werth, den wir durch M bezeichnen wollen. Soll nun ein vierter Ort mit 
den drei gegebenen Oertern denselben Chordal-Punct haben, so mufs die Chordale 
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desselben und jedes der gegebenen Oorter durch den Anfangs-Panct der Coordinaicn 
gellen. Ist also 

die Gleichung des vierten Ortes, und wir ziehen diese Gleichung von (l) ab, so mufs in der 
Gleichung, die wir auf diese Weise erhalten , 

2{/S— t)y+2C«— a)K = r^— (a'-f-h')— e^-H(«^4.,5^), 
der zweite Theil verschwinden, mitbin ist: 

o'-f-/5^— e' = a'^+b'— r' = M. (3) 

135. Wir -wollen erstens die Voraussetzung machen, dafs der vierte Ort ein Punct 
sey. Alsdann ist zuvörderst ersichtlich , dafs die Gleichung (3) durchaus nicht Statt finden 
kann, wenn M negativ ist, d. h. wenn der Cbordal- Punct innerhalb der gegebenen Oer- 
tcr fällt. Liegt der Cbordal - Punct aber anfserhalb, so gibt die Gleichung (a), 

«^-}-,S^=M, (4) 

für den Ort der gesuchten Pnncte einen Kreis, der aus dem Anfangs -Puncte der Coor- 
dinaten mit einem Radius, der den aus diesem Puncte an die gegebenen Oerter gezoge- 
nen Tangenten gleich ist, beschrieben wird. Dieser Kreis schneidet die gegebenen unter 
rechten Winkeln, weshalb wir ihn früher den Orthogonal-Kreis genannt haben. 

137. Nehmen wir nun für die drei gegebenen Oerler drei Kreise, so gibt die vorige Fig. ^k- 
Kummer folgenden Satz: 

Wenn drei Kreise (C, C, C") gegeben sind und man zieht aus irgend einem Puncte 
(R) des Orthogonal-Kreises Tangenten- Paare an die drei gegebenen Kreise, so schnei- 
den sich, wo man auch /enen Panel (R) annehmen mag, die drei geraden Linien , welche 
die Tangenten jedes Paares halbiren {TT , TT , T"T'), immer im Mittelpuncle des 
Orthogonal- Kreises. 

138. Aus der Constraclion der letzten Nummer ergibt sich auf eine zu leichte Weise 
folgender Satz , als dafs wir ihn nicht gleich anführen sollten : 

Wenn man, bei denselben Voraussetzungen als eben, die drei BerUhrungs-Chorden 
(rr, rV, t"t") construirt, so schneiden sich dieselben in ein und demselben Puncte {S}, 
der auf dem Orthogonal- Kreise , dem angenommenen Puncte {R) diametral gegenüber ^ 
liegt. Die Beziehung der beiden Puncte {R und S) zu einander ist reciprok. 

139. Die Constractioncn der 132—134 Nummer entsprechen den Fällen, dafs unter 
den drei gegebenen Ocrtem sich einmal zwei Puncte befinden, das andere Mal ein 
Punct. In beiden Fällen bekommen wir immer einen reellen Kreis für den eben bestimm- 
ten Ort (4), weil M' immer positiv ist. Bezeichnet ncmlich die Gleichung (l) der 135, 
Nnmmcr einen Punct, so ist r=o und es kommt: 

M = a=-Hb'. 
Nehmen wir endlich, um auch diescnFall nicht zu übergehen, für die drei gegebenen 
Oerter drei Puncte, so entspricht der 137. Nummer der allbekannte Satz: dafs alle in 
den Mitten beliebiger Chorden eines Kreises errichteten Perpendikel, durch einen festen 
Punct, den Mittelpunct des Kreises gehen. Der folgenden Nummer entspricht die Um- 
feehrung des Satzes, dafs alle Winkel im Halbkreise rechte Winkel sind. 

9 
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06 Zur Theorie 

140. Nehmen wir zweitens für den vcründerliclien vierten Ort, der mit den tirei 
gegebenen Oertcm denselben Chordal-Punct hat, und darch die Gleichang (2) dargestelU 
wird, einen Kreis von gcgeLenem Radius, so gibt uns die Gleichung (3) für den Ort der 
Mittelpuncte solcher Kreise, einen neuen Kreis, dessen Miltelpunct in den Chordal-Punct 
der drei gegebenen Oerter fallt nnd dessen Radius leicht zu bestimmen ist. Der ange- 
nommene Radius p kann Jeder beliebige seyn, wenn M positiv ist; im andern Falle mufs 
das Quadrat desselben gröfser seyn als (— M), d. h. grofser als (r' — (a'^-f-b)). 

141, Sind drei Kreise gegeben, so können wir, umgekehrt, aus dem Chordal-Puncte, 
mit einem beliebigen Radius R einen Kreis beschreiben, dessen Gleichung folgende isls 

j^-t-x'' = R% (5) 

und diesen Kreis für den durch (ß) dargestellten geometrischen Ort nehmen; alsdann ist: 

R= = (a' + b^) — r^H-eS 
und mithin 3 durch folgende Gleichung gegeben: 

ß*=R'4.r^_(a^+bä). (6) 

Zugleich ergibt sich, dafa unsere Annahme nur dann Statt finden kann, wenn: 
R»> CaH-h')-r^ _ (?) 

Diese Bedingung wird immer erfüllt, wenn der Chordal-Punct innerhalb der gegebenen 
Kreise hegt; im andern Falle mufs der beliebig angenommene Radius des Kreises (5} grö- 
fser seyn, als die vom Chordal-Puncte an die gegebenen Kreise gezogenen Tangenten. 
Die in Rede stehenden gemeinschaftlichen Chorden gehen alsdann alle durch ein und 
denselben Pnnct, den Anfangs-Punct der Coordlnatcn. 

Sind nur zwei Kreise gegeben , so können wir den Anfangs-Punct der Coordinatcn 
oder den Mittelpunct des Kreises (5) In einem beliebigen Puncte derChordalen der beiden 
gegebenen Kreise annehmen; p bestimmt sich alsdann wie vorhin. 

Ist endlich nur ein Kreis gegeben, so können wir den Mittelpunct des Kreises (5) an- 
nehmen, wo wir wollen. Nehmen wir ihn innerhalb des gegebenen Kreises an, so ist die 
Bestimmung des Radius, R, dieses Kreises durchaus keiner Beschränkung unterworfen. 
Im andern Falle müssen wir auf die Bedingungs-Gleichung (7) Rücksicht nehmen, die geo- 
metrisch gedeutet, anders nichts heifst, als dafs die beiden Kreise sich unter einem Win- 
kel schneiden, der gröfser als- ist, oder dafs einer derselben innerhalb des andern liegt. 

Wenn wir die beiden Kreise mit einander vertauschen, mithin den Anfangs -Pnnct 
der Coordinaten in den Mittelpunct des gegebenen Kreises verlegen und die MilteJpuncls- 
Coordinaten des andern Kreises ( — (5)unA( — ß) nehmen, so dafs wir statt der beiden Glei- 
chungen (1) und (5) nun folgende beide Gleichungen zu betrachten haben: 

y'^-x^ = r*, 

so erhalten wir zur Besdmmung von p wiederum dieselbe Gleichung als früher: 

e' = R'+r^-(a' + b'). 
Die obige Beziehung der beiden Kreise zu einander ist also recip roh. 
5. Wenn irgend zivei Kreise gegeben sind, die sich unter stumpfen Winkeln schneiden, 

oder ganz in einander Hegen (wie in der 25. Figur), so gibt jeder Kreis, den wir mit 
einem constanien, leicht zu bestimmenden Radius aus irgend einem Puncte auj dem 
Umfange des ersten der Seiden gegebenen Kreise, als Mittelpuncte , beschreiben , mit 
dem zweiten gegebenen Kreise eine gemeinschaftliche Chorde, die immer durch den 
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Mittelpunct des ersten gegebenen Kreises geht. Wir körnten die beiden gegebenen Kreise 
mit einander vertauschen, ohne daß der constante Radius des verändertichen Kreises 
sich anders bestimmt. 

In der 25. Figur, wo der eine Kreis (O) ganz innerhalli des andern (C) liegt, schnei- 
den sich in dem Mittelpunct des erstgenannten, innerhalb Hegenden, Kreises die gemein- 
schaftlichen yiorden des zweiten Kreises und jedes einzelnen der Kreise (y), deren Mit- 
telpuncte sich auf dem Umfange des ersten Kreises befinden, und deren constanten Radius 
wir leicht bestimmen , indem wir einen beliebigen dieser Kreise construiren. 

!42. Wir wollen nun zunächst die Gleichung eines Kreises, der zwei gegebene 
Kreise rechtwinklig schneidet, bestimmen. Legen wir die erste äkc durch die Mit- 
telpuncte der beiden gegebenen Kreise, so haben deren Gleichangen folgende Form: 

y'+(^-«? = pS (0 

f-f-(x-a)^ ~r^_ i^-) 

Der Mittelpunct eines hellobigen Kreises , der die beiden gegebenen Kreise rechtwinklig 
schneidet, liegt in irgend einem Punclc der Cbordalen derselben, die wir hiernach als 
zweite Axc nehmen wollen; der Radius desselben ist gleich den Tangenten, die von je- 
nem Puncte an die beiden gegebenen Kreise gezogen werden können, das Quadrat dieses 
Radius ist also gleich: 

tt5^y'2_pü = a'+y'— r'=, 
wenn wir die Ordinate des Mittelpunctes y nennen. Für die Gleichimg des in Rede ste- 
henden Kreises erhalten wir, diesem entsprechend, folgende; 

Die Gleichnng irgend eines zweiten solchen Kreises hat dieselbe Form, es ander! sich 
fclofs die Ordinate y, nehmen wir statt derselben y", so kommt: 

Ziehen wir die letzten beiden Gleichungen von einander ab, so verschwinden, wenn wir 
durch 2(y" — y) dividiren, die Ordinaten y' und y", und wir finden für die Chordalc der 
beiden Kreise (s) und (ii): 

y = o;' 

d. h. die Gleichung der ersten Äse, oder der Central-Linie der beiden gegebenen Kreise. 
Diese Linie ist also die gemeinschaftUche Chordale aller Kreise, welche die letztgenann- 
ten unter rechten "Winkeln schneiden. Wenn also einer dieser Kreise die Central-Linie 
schneidet, so schneiden alle dieselbe in denselben beiden Pimcten, Um diese zu bestim- 
men, brauchen wir nur in der Gleichung (3) y gleich Null zu setzen. Auf diese Weise 
kommt : 

und, je naclidem a gröfser oder kleiner als p oder gleich p ist, was mit andern Worten 
heitst, je nachdem die beiden gegebenen Kreise keinen Punct mit einander gemein ha- 
ben, sich schneiden oder berühren, sind die Werthe von x reell, imaginär oder Null. 

Dieselben Werthe , die wir hier für x finden , haben wir früher In der 124. Nummer, 
für die Abscissen derjenigen beiden Puncte erhalten, zu deren quadratischen Gleichungen 
■wh- durch Vcrbindang der beiden gegebenen Kreis - Gleichungen gelangen können, fiir die 
Abscissen, die wir a. a. O. durch m bezeichnet haben. Diese beiden Puncte sind, wie 
wir leicht zeigen können, zugeordnete Pole fiir jeden der beiden gegebenen Kreise und 
mithin für alle diejenigen, welche mit diesen dieselbe Chordale haben. Denn, wenn wir 
den Anfangs - Punct der Coordlnaten in den Mittelpunct des ersten Kreises verlegen, so 

9* 
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bekommen wir für die Gleiclmng der Chordalcn x = — a und für die Abscissen der in 
Rede stehenden Puncte: 

Das Product der beiden Werthe von x gibt p', die Snmme derselben —2a; mithin sind 
jene Puncte zug;eordnete Pole für den ersten Kreis. Ebenso läfst sich zeigen, dafs sie°s, 
auch für den zweiten Kreis sind, und überhaupt für jeden, der mit den beiden gegebenen 
dieselbe Chordale hat. Wir haben also folgenden Satz bewiesen: 
Fig. 26. Wenn beliebig viele Kreise gegeben sind, die eine gemeinschdftliche Chordale ha- 

ben , so werden alle diese Kreise von denselben Kreisen, deren Miüelpuncte noihtvendig 
auf dieser Chordalen liegen, rechtmnklig geschnitten, und alle diese Orthogonal -Kreise 
haben mederum, die Central-Linie der gegebenen Kreise zur gemeinschafllichen Chor- 
dalen. Wir haben also zwei Reihen von Kreisen, die unter sich eine gemeinschaftliche 
Chordale haben und sich gegenseitig unter rechten Wifikeln schneiden. Die Kreise der 
einen Reihe gehen alle durch zwei feste Puncte (O undO), während die der andern 
sich nicht schneiden; jene zffei Puncte sind für jeden Kreis -der letztgenannten Reihe 
zugeordnete Pole. 

143. Der durch (3) bezeichnete Kreis wird imaginär, wenn der zweite Thell seiner 
Gleichung negativ wird, d. h. wenn der Mittelpunct dieses Kreises innerhalb der gegebe- 
nen Kreise, die in diesem Falle sieb schneiden mössen, angenommen wird. Aus einem 
solchen Puncte kann man also keinen Kreis beschreiben, der die gegebenen rechtwinklig 
schneidet, aber wir erhalten die Gleichung eines neuen Kreises, wenn wir bei obiger 
Yoraussetzung, das Zeichen des zweiten Theiles der Gleichung (3) ändern. Auf diese 
Weise kommt: 

Stellen wir, wie in der vorigen Nummer, mit dieser Gleichung eine zweite von derselben 
Form zusammen: 

(y-y'r- + ''' =c*-C«*+y"). CO 

so kommt, wenn wir abziehen und durch 2(y"— y'} dividiren: 

_. _ - . . y = y'-*-y"- C?) 

Flg. 27, 28. Um diesen Ausdruclt geometrisch zn deuten , wollen wir von einem einzigen gegebenen 

Kreise ausgehen. Alsdann können wir jede beliebige gerade Linie, die den gegebenen 
Kreis schneidet, der obigen Coordinaten-Bestimmmnng gemäfs, zur zweiten Axe nehmen; 
die Mitte (O) der auf ihr interceptirtcn Chordo ist alsdann der Anfangs -Pnnct der Coor- 
dinaten. Die Miltelpuucto der Kreise (5) und {6) fallen in irgend zwei Puncte (C, C) die- 
ser Chorde, und diejenigen beiden Chorden des gegebenen Kreises, MM und M'M', welche 
in C undC'halbirt werden, sind Durchmesser jener Kreise. Die Gleichung (7) ferner be- 
leichnet die Chordale dieser Kreise, Py, welchealso dnrcti P, den Durchschnitt vonMM 
und M'M' geht, und auf CG' senkrecht steht. Hiernach haben wir: 

y =^ 0'/, y = OC, y = OC; 
und da wir die Gleichung (7) folgendergestalt schreiben können: 

y' = y— y" 

so folgt, abgesehen vom Zeichen: 

OC = Cy. 
pieses Resultat besteht, welche Lage auch der Pnnct P, in Beziehung auf den gegebenen 
Kreis, haben mag; er mag sich innerhalb oder aufserhalb desselben befinden, oder auf 
dem Umfange desselben liegen, la der Conslruction können wir von iigend zwei, belle- 



y Google 



des Kiciscs. 69 

Big genommenen Cliorden MM und M'M*, durch deren Mitten alsdann CG' geht, ausge- 
hen, und somit haben wir allgemein folgenden Salz bewiesen: 

ffenn man in einem Kreise irgend zwei beliebige Chorden zieht, und eon dem 
Durchschnitte derselben ein Perpendikel auf diejenige dritte Cfiorde Jullt, welche die 
Milien derselben verbindet, so steht der Fufs-Punct dieses' Perpendütels so (veit von der 
Mitte einer der zuerst gezogenen Cltorden ab, als die Mitte der andern von der Mille 
der zuletzt gezogenen Chorde. 

144, Statt einer der leiden Chorden, 2. B. statt M'M' können wir eine Tangente Fig. a^. 
und den Berührangs - Punct C ^s Mitte derselben nehmen. Diefs heifst in der Gleichung 

(6) y" so bestimmen, dafs: 

e'-C"M-y"*) = 0. 
Also anch in Beziehung auf die 29. Figur ist: 

OC = C'y oder OC = C7. 
Wir bemerken endlich noch, dafs, wenn wir statt beider Chorden, MM und M'M', 
Kwel Tangenten nehmen, wir als hesondern Fall den Satz erhalten, dafs diejenige ge- 
rade Linie, welche durch den Durchschnitt zweier Tangenten geht und senkrecht auf der 
Berührungs - Ghorde steht, diese letztere lialbirt. Die Pnncte O und y fallen nemlich als- 
dann zusammen. 

145, Wir wollen uns nun zur Theorie der Pole zurückwenden. Wenn irgend ein 
Punct und ein Kreis gegeben sind, so nennen wir mit französischen Schriftstellern Po- 
lare dieses Punctes diejenige gerade Linie, welche durch den zugeordneten Pol des- 
selben, der Chordalen beider Oerter parallel gezogen werden kann. Gegenseitig heifst der 
gegebene Punct: der Pol dieser geraden Linie. Liegt der Punct aufserhalb desKrei- 
6CS, SO ist die Berührungs- Chorde dessen Polare. 

Die Gleichung des gegebenen Kreises sey: 

(y_|5)»-H{x-«)^ = e% _ (l) 

und die Coordinaten des Ponctes seyen y' und x'; wir wollen die Gleichung der Polaren 
desselben nach oiiger Definition bestimmen. W^cnn wir zu diesem Ende die Gleichung 
des Punctes unter folgender Form : 

(y-y')'H-Cs-x)^ = 0, (2) 

nehmen und von der Gleichung des Kreises abziehen, so erhalten wir für die Gleichung 
der Chordalen: 

aCy'-^)y 4- a(x'--«}x = q^ -{f~ß^) +(y'=+x'^). (3) 

Die Gleichung einer der Chordalen parallelen Linie hat folgende Form: 

2(j-«y +'("■-«)- = c, (,) 

wo wir dnrch C irgend eine constante Gröfse bezeiclinen; die Parallele ferner j welche 
durch den gegebenen Panct Cy',x') geht, wird durch folgende Gleichung dargestellt! 

2(y'-H(y-y)+ä(i'-«)(x_i) = o, 
oder, wenn wir anders ordnen, durch die Gleichung: 

a(y'— ffly + s»'— ») = 2(y'— %' + 2(x'— »K. (t) 

Nehmen wir nun (U) für die Gleichung der Polaren, so folgt aus der Definition: 
C + 2(y-ffly+2(x-«)»' = 2 | f::_(„J+^S')+(y''+5=) | , 
mithin erhalten wir: 

C = 2\(y-ß)ß+(x-a)a^i,'], 
wonach denn die Gleichung (4) der Polaren in folgende übergeht: 

iy-m-f) + (i'-"Xx-o) = f • («) 
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■Wenn wir den AnfangS-Punct der Coorilinateii in den Mittelpunc^ dps gegehenen 
Kreises verlegen, also (3 = 0, a = o setzen, so geht die Gleichnng der Polaren in fol- 
gende über; 

y'y-+.x'x = e'. (7) 

tZiG. Wenn wir den Punct (y', s') auf dem Umfange des Kreises annehmen, so sind 
die Gleichungen (6) und (7) mit den entsprechenden Gleichungen, die wir früher (126) 
■für die Chordale desselhen Punctes gefunden haben, oder mit den Gleichungen der Tan- 
gente in diesem Pancte identisch. 

147. Setzen wir in der Gleichung (6) y = /5, d. h. suchen wir den Durchschnitt der 
Polaren des Punctes Cy , x') mit einer geraden Linie, die der ersten Ase parallel ist, und 
durch den Mitlelpunct des Kreises geht, so kommt, wenn wir die Abscisse dieses Punc- 
tes durch X unterscheiden: 

(x'--«)(X-a) = ^S 
in welcher Gleichung y' nicht mehr vorkommt. Wie wir also den Punct (y, x') auf der 
durch die Gleichung: 

(X_«)(s~«) = ß' _ (8) 

dargestellten geraden Linie fortrücken lassen, wir erhalten immer denselben Punct für 
den Durchschnitt der Polaren desselben mit der geraden Linie: 

Die Gleichung (8) ist aber die der Polaren desjenigen Punctes, dessen Coordinaten j? und X 
sind, denn wir erhallen diese Gleichung, wenn wir in (6) diese Werfhe für y' und x' setzen. 
Da wir nun durchaus keine ßeslimmung über die Richtung der ersten Axe gemacht haben, 
und sie jedem Durchmesser des Kreises parallel nehmen können, so ist folgender Satsc 
bewiesen : 
' 30 31 -^^^ Polaren aller Puncte einer beliebigen geraden Linie {RR) schneiden sich in. 

ein und demselben Puncte (q) , dem Pole der geraden Linie; und umgekehrt , die Pole 
aller geraden Linien, welche durch denselben festen Punct gehen, gleichviel welche Lage 
dieser Punct hat, liegen in einer einzigen geraden Linie , der Polaren des festen Punctes. 
Mit obigem Beweise dieses Satzes können wir den Beweis desselben Satzes , — nur mit 
der Beschränkung, dafs der Pol innerhalb liege — in der analytischen Geometrie des 
H. Blot vergleichen. *) 



148. Aus der vorigen Nummer folgt unmittelbar, dafs der Pol einer geraden Linie 
in dem Durchschnitte der Polaren irgend zweier beliebiger Puncte derselben liegt. 

14g. Wir wollen wieder eine Reihe von Kreisen betrachten, die sich in denselben 
beiden Puncten schneiden, oder, allgemeiner, ein und dieselbe Chordale haben. Dii; 
Gleichungen irgend zweier dieser Kreise seyen: 

y'+Cx-")' = e% 

y'-H(x-af =_r^ 

Ferner seycn y' und s' die Coordinaten irgend eines beliebigen Punctes; alsdann erhal- 

icn wir für die Polaren dieses Punctes auf den beiden Kreisen; 

y-y4-Cx-«)Cx~«) = q\ 

y'y-F (x— aXx— a) = r^ 

'1 Essai (3e GeomelHe analvtlque nar ßiot. sk. edit. .N™. 120 — 121. 
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Zielien wir die letzten beiden Gleichangen von einander ab, so kommt: 

(a — a)(x-f«x') = p^ — tt*— r'4-a^, 
fUr die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den Durchschnitt der beiden Polaren 
geht. Der letzte Theil dieser Gleichung verschwindet, wenn wir die Chordale zur zwei- 
ten Axe nehmen ; diviiürcn wir endlich dnrch (a — «) , so bleibt blofs : 

x4-x'=0. (0 

Da dieser Ausdruck unabhängig ist von den Constanten der eben betrachteten Kreis-Glei- 
changen, so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn mehrere Kreise durch dieselben beiden Punde M und M' gehen, und man Fig. 32. 
cieht von irgend einem festen Puncte (R) Tangenten an die verschiedenen Kreise, so ge- 
hen die BerUhrungS' Chorden ebenfalls durch einen festen Punct (p), der von der ge- 
meinschaftlichen Chorde, so iveli, als der angenam.mene Punct (Ä), absteht. Oder all- 
gemeiner: die Polaren eines beliebigen festen Punctes auf allen Kreisen, die eine ge- 
meinschaßUche Chordale haben, gehen tviedenim durch einen festen Punct ; beide Puncte 
stehen gleichwcit von der Chordalen ab. 

Die Beziehung der beiden festen Puncte zu einander ist rcciprok; diefs zeigt so- 
gleich die Gleichung (I), die in Beziehung auf x' und x symmelrisch ist. 

Liegt einer der beiden festen Puncte auf der Chordalen, so fallt auch der zweite in 
dieselbe. Diese Leiden Puncte sind alsdann , im Fall die gegebenen Kreise sich schnei- 
den, zugeordnete Pole in Beziehung auf denjenigen unter ihnen, der über der gemcinsa. 
men Chorde als Durchmesser beschrieben werden kann. 

149. Wenn die gegebenen Kreise sich nicht schneiden, so geboren in die Reihe der- 
selben zwei Puncte, die in Beziehung auf jeden der Kreise zugeordnete Pole sind. Die 
Polare eines Punctes in Beziehung auf einen zweiten Punct ist, der allgemeinen Dcfini- 
tion geraäfs, das Perpendikel in letzterm Puncte auf derjenigen geraden Linie, welche die 
beiden Puncte verbindet, was auch unmittelbar aus der Gleichung (6) der i45. Nummer 
folgt, wenn wir in derselben (1=0 setzen. \Yir wollen hier nur einen Satz hervorheben; 

Wenn ein Kreis gegeben ist und man zieht von irgend einem Puncte {R) nach irgend Fig. 33, 
zwei, in Beziehung auf den gegebenen Kreis, zugeordneten Polen {Q, Q) gerade Linien, 
und errichtet auf diese in den beiden Polen Perpendikel, so schneiden sich diese Per- 
pendikel und die Polare des beliebig angenommenen Punctes in ein und demselben 
Puncte iR). 

Indem wir hier abbrechen, bemerken wir nur noch, dafs sich hier eigetitlich der frü- 
her schon in der 138, Nummer angezogene Satz anschliefst, und ebenso hiitten w den 
Satz der li(8. Nummer schon in der 122. anziehen können. 

150. Wenn wir wieder durch: 

A=o, B=so, C = o, D=:o, 
u. s. w. allgemeine , auf ein, wie früher, rechtwinkliges oder auch auf ein beliebiges System 
bezogene Kreis -Gleichungen der Kürze halber bezeichnen, so stellt jedes Aggregat von 
A, ß, C, D n. s. w. gleich Null gesetzt, einen neuen Kreis dar, wenn nicht etwa soviele 
Jener Symbole subtractiv als additiv genommen werden, in welchem Falle wir die Glei- 
chung einer geraden Linie erhalten. Folgende Gleichung z. B. 
AH-B— C— D =0 



yGoosle 



72 Zur Tlieorie 

stellt eine gerade Linie dar , die wir leicht durch zwei Puncto constniiren können , ncm- 

lich durch die beiden Darchschnitte folgender beiden Paare gerader Linien: 

A— C = 0, ß — »=o, 

A — D = o, B — C = o. 

Folgende Gleichung — und nnr dies eine Beispiel wollen wir näher betrachten — 

A = B-+-C 

stellt einen Kreis dar. Diese Gleichung wird befriedigt wenn zugleich den neben ein. 

ander gestellten Gleichungen: 

A — B=!0, C =0, 
A— C = o, B=o, 
Genüge geleistet wird, was in den Durchschnitten jedes von zwei der gegebenen drei 
Kreise mit der Chordalen der beiden übrigen geschieht. 
Fig. 34. Wenn also drei Kreise gegeben sind und der eine dieser Kreise ( C) wird von der 

Chordalen der beiden Übrigen {MM) geschnitten, und ebenso ein anderer dieser Kreise 
(C) fon der Chordalen der beiden übrigen (M'M"), so liegen die vier Durchschnii/s- 
Puncte (_fi,fi,[t',/j.') auf einem neuen Kreise. 

Dieser Satz besteht noch, wenn einmal oder beidesmal die zwei Durchschnitte sich in 
einen Berührungs-Punct vereinigen, er besteht immer auch dann noch, wenn zwei Durch- 
schnitte imaginär werden. In diesem letztern Falle ncmlich gibt es einen Kreis, der durch 
zwei Durchschnitts - Puncte geht und zugleich mit einem der gegebenen Kreise dieselbe 
Chordale (ideale Chorde) hat, als die beiden andern gegebenen Kreise unter sich haben. 
Begegnen aber beidesmal die in Rede stehenden Chordalen: 

A — B - 0, A — C = o, 
den bezüglichen Kreisen: 

C =0, B = 0, 
nicht, so müssen wir verschiedene Fälle unterscheiden; es bleibt alsdann der Kreis: 

A = BH-C 
nicht immer reell, er kann imaginär werden; der Üebergang ist dadurch angezeigt, dafs er 
sich auf einen Punct reducirt. Diese verschiedenen Fälle stellen sich unmittelbar in der 
Constr actio n dar. 

Wir können endlich statt eines der drei gegebenen Kreise einen Punct nehmen; wir 
fcünnen auch zwei, auch alle drei Kreise mit Punclcn vertauschen. Auf diese Weise kom- 
men wir zu einer Reihe specieller Sätze; wir können aber hier nicht, wie wir es früher 
gethan haken, in ein ausführlicheres Detail eingehen. 

l5l. Ehe wir znr Erörterung anderer Beziehungen zweier Kreise zu einander überge- 
hen, M'ollen wir die Theorie der Chordalen zur Construction der einzelnen, vonAppollo- 
nius zusanimengestellten, Probleme der Tactionen anwenden. Zuerst gehören hierhin 
die Constrnction eines Kreises, der durch drei gegebene Puncte geht und eines 
Kreises, der drei gegebene gerade Linien berührt. Zu beiden Construclionen sind 
wir auf analytischem Wege geführt morden. Ebenso haben wir die Constrnction derjeni- 
gen beiden Kreise angezeigt, welche durch zwei gegebene Puncte gehen und ei- 
nen gegebenen Kreis berühren (lo6). Diese Construction läfst sich nicht geradezu 
auf den Fall ausdehnen, dafs der zu berührende Kreis in eine gerade Linie übergeht. 
Für diesen Fall haben wir folgende, der vorigen ähnliche, Construction. 
Fig. 35, Seyen M und M' die beiden gegebenen Puncte und sey TT' die zu berührende gerade 

Linie. Man ziehe alsdann die gerade Linie MM' und verlängere dieselbe bis zum Durch- 
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Schnitt mit TT', dieser Dardisctnitt sey C. Bfisclireibt man erner durch M uticl M' ir- 
gend einen Kreis und legt von C eine Tangente an diesen Kreis, so isL die Lange der- 
selben bis zum Eerührnngs-Punctc N genommen, für alle beliebigen Kreise, die durch 
M und M' gehen, constant. Also sl^t auch der Punct, in welchem der gesuchte Kreia 
die gegebene gerade Linie berührt^ um die Lange dieser Tangente CN vom Pimcte C ab. 
Hiernach finden wir sogleich diese beiden Berührungs-Puncte, in welchen die beiden 
möglichen Kreise, die den Forderungen der Aufgabe Geniige leisten, die gegebene Linie 
berühren. Es bleibt also blofs noch durch drei Puncte, einmal durch M, M' und T, das 
andere Blal durch M, M' und T', ein Kreis zu legen übrig. 

l5l. Die allgemeinere Aufgabe, die der letztern entspricht, ist; einen Kreis zu be- 
schreiben, der mit zweien gegebenen Ocrtern eine gemeinschaftliche 
Chordalc hat und überdieCs eine gegebene gerade Linie berührt. Ein be- 
sondercrFall istwiederumder, einenKreiszn beschreiben, der zwei gegebene Puncte 
zu zugeordneten Polen hat, iind zugleich eine gegebene gerade Linie berührt. Die 
Constructionen sind der zuletzt angezeigten durchaus ahnlich. Im letztem Falle insbeson- flg, 36, 
dere errichte man in der Mitte derjenigen geraden Linie, welche die beiden Pole R 
nnd R' verbindet, ein Perpendikel, und beschreibe aus dem Durchschnitte desselben mit 
der gegebenen geraden Linie, aus C, als Mittelpunct cincnKreis, der durch die bcidenPolc 
R und R' geht und die letztgenannte Gerade in T ond T' schneidet. Diese beiden Puncte 
sind diejenigen, in welchen diejenigen beiden Kreise, die den Bedingungen der Aufgabe 
Geniige leisten , die gegebene Gerade berühren. Die Kreise selbst sind hiernach leicht zu 
heschrciben, denn ihre Mittclpuncte liegen in den Durchschnitten der Perpendikel in T 
und T' und der geraden Linie , welche durch die beiden Pole R und R' geht. 

152. Wenn zwei Puncte gegeben sind, so können wir sogleich eine gerade Linie be- 
stimmen, auf welcher der Mittelpunct jedes Kreises Hegt, der durch jene beiden Puncte 
geht; und, gegenseitig, wenia diese Linie und einer der beiden Puncte gegeben ist, so er- 
gibt sich unmittelbar der andere Punct. Wir können ferner nach der bekannten Verfah- 
Tungs-Art der 118. Nummer die Construction eines Kreises, dessen Mittelpunct auf einer 
gegebenen geraden Linie liegt und der einen gegebenen Kreis berührt, auf die Construc- 
tion eines Kreises zurückführen, der, statt den gegebenen Kreis zu berühren, durch einen 
gegebenen Punct, den Mittelpunct des letztgenannten Kreises, geht. Da nun endlich die 
Mlltelpunctc aller Kreise, die zwei gegebene gerade Linien berühren, in diejenigen beiden 
geraden Linien fallen, welche die am Durchschnitte der beiden gegebenen entstehenden 
Winkel balbiren, so können wir nach den letzten Bemerkungen die beiden Aufgaben con- 
iStruiren: einen Kreis zu beschreiben der zwei gegebene gerade Linien berührt 
und überdiefs noch, einmal durch einen gegebenen Punct geht, das an- 
dere Mal einen gegebenen Kreis bcrübri;. Die erstcre Aufgabe lUfst vier, die 
letztere acht Auflösungen zu. 

153. Wir wollen uns mm zu der Aufgabe wenden, einen Kreis zu bcscbrei- I'ig. SJ", 
ben, der drei gegebene Kreise berührt. Der Mittelpunct desjenigen Kreises P, 
der die gegebenen /, c nnd C, alle drei innerhalb berührt, d. h, keinen derselben 
«mschllelst, ist als derjenige Punct anzusehen, in welchem die drei gegebenen Kreise, 
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deren Radien nm den Radius des LcriiTironden Kreises vergrofsert worden sind, 'sich sclmei- 
den; mit andern Worten: der Cliordal-Punct der so bestimmten Kreise. Der Ort 
der Chordal-Piincte aller Systeme dreier Kreise, die wir erhallen, indem wir die Radien 
der gegebenen Kreise am beliebige aber gleiche Stiiokc vcrgrüfsern, geht durch den Mit- 
tclpnnct des zu berührenden Kreises. Dieser Ort aber ist eine gerade Linie. Um diefs 
zu beweisen, seyen: 

(y— l5)M-Cx— a)^ = e% 

(y-h)'-Hs-a)^ = t\ O 

die Gleichungen der drei gegebenen Kreise. Der Chordal-Punct dieser drei Kreise Hegt 
in dem Durchschnitte zweier beliebiger Chordalen; wir wollen ihn durch die beiden Glei- 
chungen : 

a(b-,%-}-2(a-«)s = p'— r^-(a'+i^^)+(a'-4-b^), 
2(B-,3)yH-2CA~«)x = p^— ll'~-{«^-f.i?^) -^A'+B'), ^'' 

bestimmen. Zwischen diesen beiden Gleichungen könnten wir die Wcrlhe der Coordina- 
ten des Chordal - Punctes ellminiren, es genügt uns aber dieselben durch einen Accent 
von den allgemeinen Werthen von y und x zu unterscheiden. So kommt: 
2(b— |53y'+2Ca— «)x', = p^_r'— («'-f-^') H-(a'-l-h^) , 
2{B— ^y'+2CA-«)s' -= p^_a^-{«'-t-,5=)+CA=-HB^). ''' 

Aus den Gleichungen (2) leiten wir auf der Stelle zwei andere Gleichungen zur Be- 
stimmung desChordal-Pnnctes dreier Kreise her, die aus denselben Mittelpunctcn als die 
gegebenen Kreise mit Radien beschrieben werden, die um ein gleiches Stück verlängert 
worden sind; wir brauchen nemüch zn diesem Ende in den angezogenen Gleichungen nur 
(j-f-if), (r-(-f/) und {R+y) statt p, r und R zu schreiben. Auf diese Weise erhalten wir: 
2(b-/?)y-H2(a-«)xH f— r^- C«^-(-j3^)-Ka'-t.b')-f-2(^r)y, 
2(B-^)yH-2(A~«)s = p^-R'-(„'+ff^-(-(A'H-B=)-f-2{?-R)^. 
Durch die beiden letzten Gleichungen sind die Coordinalen des Chordal-Punctes jener 
drei Kreise, deren Radien Cp+95), (r+7) und (R+y) slrtd, bestimmt. Wenn wir aber 
nicht direct ellminiren wollen, so können wir auch diese Gleichungen heheiiig zu der 
Gleichung eines neuen geometrischen Ortes verbinden, der alsdann ebenfalls den in Rede 
stehenden Punct enthält. "Verbinden wir so, dafs 9 eliminirt wird, so erhallen wir die 
Gleichung einer Linie, welche die Chordal-Pimcte aller besagten Systeme dreier 
Kreise enthält; denn, da diese Gleichung nicht mehr <p enthält, so würden wir, bei dem- 
selben Verfahren, immer zu derselben Gleichung gekommen seyn, wenn wir für rp auch 
irgend einen andern Werth angenommen hätten. Ziehen wir zuvor die entsprechenden 
Gleichungen bei (3) und (4) von einander alj, so kommt, wenn wir den gemeinschaftli- 
chen Factor 2 weglassen: 

tb-;9)(y-y')+(a-«)a~x) = (q~T)rf, 
(B-^(y-y')-f-{A-«)(x-x') = (p-R)y; 
und wenn wir nun die ersten und zweiten Theile der beiden Gleichungen in einander di- 
vidircn, so fällt f ans, und man bekommt: 

(b-^Cy-y'J ■4- Ca-«)Cx— x' ) ^ p-r 
(B-jS)(y--y) -f.(A-«) x-x' p-ß' 

und nach einer leichten Reduction: 

_ _ (,(a-A)-l-r(\-») + n(<.-a) 

^ ^~ S(b-B)H-r(B-iS)+R(M>) ' , / 

Diefs ist die Gleichung des gesuchten Ortes, der also eine gerade Linie ist. 
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Wir bemerken in Bezicliuiiig auf die letzten EnUviclclangen, daCs CS uns dämm zit 
tlinn war, die letzte Glciclmng selbst berzuleiteii; der blofse Beweis, dafs der gesuchte 
Ort eine gerade Lioic sey, bedarf fast gar keiner Recbnnng; man erkennt sogleich in den 
Gleichungen (4), dafs die Elimination von ■y zu einer linearen Gleichung führt und die 
Form dieser Gleichungen selbst ergibt sich unmittelbar aus der Form der Chordalen- 
Gleichung zweier Kreise. 

Um die Gleichung (5) zu constrniren, brauchen wir blofs den Chordal-Pimct der drei 
gegebenen Kreise zu bestimmen, dann die Radien dieser Kreise um ein beliebiges aber 
gleiches Stück grüfser zu nehmen nnd auch für die dadurch itestimmlen drei neuen Kreise 
den Chordal-Piinct zu suchen. Durch diese beiden Chordal-Puncte gebt die zu constmi- 
rende gerade Linie, welche den Mittelpanct desjenigen Kreises enthält, der die gegebenen 
alle drei innerhalb berührt. 

Wir überzeugen uns leicht, dafs der Mltttlpunct desjenigen Kreises, der die gegebenen 
alle drei aufserhalb berührt, und also dieselben unischllcrst, ebenfalls auf der oben 
bestimmten geraden Linie (5) liegt. Der IMittelpunct dieses Beriihrungs -Kreises nemlich^ 
dessen Radius wir durch i// bezeichnen wollen, können wir als den Chordal-Punct dreier 
Kreise ansehen, die aus den Mittelpuncten der gegebenen Kreise mit den bezüglichen Ra- 
dien (v— (i), (y/ — r) und {i// — 1\) beschrieben werden. Nehmen wir für y/ irgend einen be- 
liebigen Wcrlh, so erhalten wir zur Bestimmung des entsprechenden Chordal-Punctes 
die frühem Gleichungen (4"), wenn wir die beliebigen WertheV/ und cp unter einander ver- 
lauschen und die Zeichen der Radien, oder was damit auf Eins hinauskommt, das Zei- 
chen von 1// andern. Aus jeder der zwiefachen Zeichen - Aendernng folgt, dafs die Eiimi- 
nation von Tp zu derselben Gleichung (5) führfj denn einmal bleibt diese Gleichnng die- 
selbe, wenn wir die Zeichen aller Radien ändern, nnd das andere Mal können wir auch 
die ellmlnirtc Gröfse yj ursprünglich negativ annehmen, d. h. statt die Radien um ein 
gleiches Stück zu verlangern, dieselben um ein gleiches Stück verkürzen. 

Es gibt noch sechs Kreise, welche die drei gegebenen berühren, und diese ordnen sich 
ebenfalls paarweise zusammen, und zwar der Beriihrungs -Kreis, welcher Jeden beliebigen 
üer drei gegebenen Kreise umschliefst, mit demjenigen, der die beiden andern umschliefst. 
Die gerade Linie, welche die Mittelpnncte jedes Paares solcher Kreise verbindet, geht 
auch durch den Chordal-Punct der drei zu berührenden Kreise. Wollen wir diese Li- 
nien construiren, so brauchen wir blofs den Radius desjenigen Kreises, der allein um- 
schlossen, oder allein nicht umschlossen wird, um ein beliebiges Stück zu verlängern 
oder zu verkürzen, und zu gleicher Zeit die Radien der beiden übrigenKreise um dasselbe 
Stück zu verkürzen, wenn wir jenen verlängert, oder zu verlängern, wenn wir jenen verkürzt 
haben: derChordal-Punct dreier auf diese Weise bestimmten Kreise liegt auf der bezügli- 
chen gesuchten Linie. Auf gleiche Weise bestimmen wir die beiden andern. 

Die Gleichungen der vier geraden Linien, von welchen jode die Mittelpnncte zweier 
der acht möglichen Berührnngs-Kreise enthält, können wir demnach in folgende Gleichung: 
p{a— A) + rCÄ— a) + I4(«-.3) , 

'-y = - f;i,-E)±,(B-fliiitf- i,) ''-"'■ <" 

Kusammenfassen, v/chei die Zeichen in Nenner und Zahler entsprechend genommen wor- 
den müssen.*) 



*) Wir haben im Texte, um die Art zu beieJclmen, wie die ^rei gegebeneuKi-cise von den gc- 
suciiteu berührt werden, una des gewöbnücheu Spi-ach-Gebraucbes bedient, uud dem gem;ife 
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154. Die ehen angezeigte Conslrnction der in Rede steLenden Linien erleidet man- 
cherlei Modificationen, einmal nach der verschiedenen Bestimmiings-Art des Chordal- 
Pnnctes dreier Kreise, und dann nach der verschiedenen Annahme des hcliehigeu Stückes, 
das wir anfanglich qn genannt Jiahen, Was letztere betrifft, so können wir z. B. nach 
einander für y die Radien der gegebenen Kreise, und zwar mit negativen Zeichen, neh- 
men; alsdann erhalten wir drei Systeme von zwei Kreisen und einem Puncto, die wir 
durch folgendes Schema (es ist nemhch durchaus glelchgüUig, oh die Radien sich als po- 
sitive oder negative Gröfscn darstellen) nach den Radien bezeichnen können: 
o, T—Q, IV — ^; 
r— p, o , R— r; 

H-^, R^r, O ; 

wo die Mittelpiincte der in dar ersten, zweiten imd dntten Vertical-Columne zusammen- 
gestellten Kreise die Mittelpuncte der gegebenen drei Kreise sind, welche (i, r und R za 
Radien haben. Die Chorda! -Puncte dieser drei Systeme liegen in gerader Linie uniJ 
zwar auf der geraden Linie, die die Mittelpuncte derjenigen beiden Berührungs -Kreise 
enthält, welche die drei gegebenen entweder alle drei oder keinen derselben umschliefsen. 



denjenigen Fall als Normal -Fall Tielraclitet, wo die drei gegehenen Kreise {y, c und C)eme 
Lage zu emaßiler Iiaben, wie fn der 37, Figur. Im Allgemeinen Laben die BcrJihrungs-Kreiae 
in Beziehung auf die gegebenen Kreise sehr verschiedene Lagen, je nach der verschiedenen 
gegenseitigen Lage der lelzf genannten. Wenn wir nur diejenigen beiden Berührungs- Kreise 
belrachten, deren Mlllelpunete auf der durch die Gleichung (5) dargestellten geraden Linie 
liegen, so umüchtiefsen diese Kreise erstens alle beide keinen der drei gegebenen Kreise, 
und werden von keinem derselben umschlossen, oder, zweitens alle beide umschliefsen 
die drei gegebenen (werden von diesen umschlossen) oder, drittens, einer der drei Bc- 
EÜhrungs -Kreise umschiiefst keinen der drei gegebenen und der andere umschllefst alle 
drei (wird umschlossen). Wenn, «m einige Beispiele zu geben, zwei gegebene Kreise 
sich nicht schneiden , und der dritte zwischen beiden und ganz innerhalb ihrer ge- 
meinschaftlichen aufsera Tangenten liegt, so nmsehliefsen jene Berührungs-Kreise beldesmal 
keinen der gegebenen Kreise; wenn der dritte Kreis bei obigen Voraussetzungen, beide ge- 
meinschaftlichen Tangenten schneidet, so werden die zu berührenden Kreise beidesmal um- 
schlossen; wenn der dritte Kreis nur eine der gerne ins chafttichen Tangenten schneidet, 
so umsehllefst ein Berührungs - Kreis die gegebenen Kreise, der andere nicht. Wenn awrf 
gegebene Kreise ganz innerhalb des dritten liegen, so umschliefsen beide in Bede ste- 
hende Berührungs -Kreise die beiden erslen Kreise, wahrend sie vom dritten umschlossen wer- 
den; wenn zwei Kreise sich schneiden und der dritte iunerhalb beider liegt, so umschliefsen 
beide Berührungs - Kreise den dritten Kreis und werden von den beiden andern umschlossen. 
Wenn je zwei der drei gegebenen Kreise sich schneiden und zwar so, dafs der Chordal- 
Punct innerhalb fallt, so umschliefst ein Berühmngs-Kreis dieselben , während der andere 
von ihnen umschlossen wird; schneiden sich zwei Kreise, und schneidet der dritte jeden der- 
selben so, dafs die DurchschilEe der beiden erstem Kreise aufserhalb desselben liegen, so 
werden beide Berührungs - Kreise umschlossen. 

Wenn die drei gegebenen Kreise sich in demselben Puncie schneiden, so rfl- 
dncirt sieh ein Kreis jedes der vier Paare von Berührungs - Kreisen auf einen Puncl, nemlicb 
auf jenen Durchschnitts - Punct der gegebenen Kreise. Wir erhalten also eigcntllcb nur vier 
Berilhmngs-Kreise, und die Constanlen derseiben sind durch lineare Gleichungen gegebeOt 
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Wir können auch auf dreifache Art <p so bestimmen, dafs wir zu Systemen von drei 
Kreisen kommen, von denen zwei einander gleich sincl: wir Lrauchen nemlich zn diesem 
Ende nur <p subtractiv und gleich der halben Summe je zweier Radien der drei gegebenen 
Kreise, zu nehmen, so finden wir z> B, wenn wir y = — -—^ setzen, abgesehen vom 
Zeichen , folgende Radien : 

2 * 2 ' 2 

In diesem Falle wird die Constniction des Chordal-Punctcs sehr einfach. 

155. Es ist zugleich ersichtlich, dafs in Jen angezeigten Constnictions -Weisen durch- 
aus nichts geändert wird, wenn statt eines der drei gegebenen Kreise ein Punct gegeben 
ist. Die Gleichungen der Linien, von welchen alsdann jede die Blittelpuncle zweier Be- 
rühriuigs -Kreise enthält, können wir in folgender Gleichung: 

^a-A)ir(Ä— «) , 

_ yy = - f,i-^^^^ß) «^-^> _ '^\ 

zusammenfassen, wenn wir iiemüch statt dos Kreises, dessen Radins gleich R ist, einen 
Puncl nehmen, also in der Gleichung (6) R, gleich Null setzen. Wir bezeichnen hierbei 
wieder durch y' und x' die Coordinaten des Chordal-Punctcs der drei gegebenen Oerter. 
Die letzte Gleichung stellt zwei verschiedene gerade Linien dar, und es gibt im Allgemei- 
nen vier Kreise, die den Forderungen der Aufgabe Genüge leisten. 

156. Wir wollen zwei Beispiele nehmen, um die Constructionen der in Piede stc- Fig. 38. 
henden geraden Linien anschaulich zu machen. 

Seyen erstens drei Kreise gegeben, von denen einer von den beiden andern ge- 
schnitten wird. Alsdann bestimmt sich der Cbor^al-Punct durch den Durchschnitt zweier 
gemeinschaltlicher Chorden. In der 38. Figur sind die drei gegebenen Kreise stärker ge- 
halten, der Chordal -Punct P liegt im Durchschnitte von MP und /iP. Es ist femer das 
Stück f, um welches der Radius jedes dieser Kreise verlängert wird, so genommen, dafs 
von den dadurch bestimmten, in der Figur schwächer gehaltenen, Kreise wiederum einer 
von den beiden andern geschnitten wird. Wir erhalten alsdann wie eben der Chordal- 
Punct p durch den Durchschnitt zweier Chorden, Np un vp. Durch P und p gebt die 
gesuchte gerade Linie. 

^'^enn die drei gegebenen Kreise sich nicht schneiden, so brauchen wir nicht den 
Chordal-Punct derselben zu suchen, sondern können gleich die Radien so verlängern oder 
verkürzen, dafs die bcziighchen Kreise sich schneiden und alsdann den Chordal-Punct 
bestimmen. Durch Wiederholung derselben Construction erhalten wir einen neuen zur 
Bestimmung der gesuchten geraden Linie nöthigen Punct. 

iSy. Seyen zweitens zwei hellebigc Kreise yjt und c and irgend ein Punct R, der 
nach der 39. Figur aafserhalb derselljen liegt, gegeben. Zieht man bei dieser Annahme vom Fig. 39. 
gegebenen Puncte an die beiden gegebenen Kreise Tangenten, so schneiden sich diejeni- 
gen beiden geraden Linien tP und tP, welche die Tangenten jedes Paares halbiren, im 
Chordal - Puncte der drei Oerter, nach der Figur in P. Bezeichnen wir femer die Radien 

der beiden gegebenen Kreise durch q und r, und nehmen y = — ^X., so besteht das 

System von neuen Kreisen, das auf diese Weise bestimmt wird, statt der beiden gege- 
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Lenen Kreise aus zweien Kreisen von glciclien Radien (^^), von welchen der erste 
Kreisln der Figur yr ist, und statt des gegebenen Punctes ans einem Kreise RM, dessen Ra- 
dius gleich ist (^^--)' (Wir nehmen hierbei auf die verschiedenen Yorzeichcn, mit wel- 
chen die Radien heliaftet erscheinen, keine Rücksicht). Der Chordal-Pnnct dieses neuen 
Systems liegt im Durchschnitte derjenigen geraden Linie Kp, welche auf der Cenlval- 
Liiiie der heiden gleichen Kreise in deren Mitte senkrecht steht, mit einer der beiden 
andern Chordalcn, für welche wir in der Conslruclion die gemeinschaftliche Chorde !.p, 
der beiden Kreise RM und yv genommen haben. Der Chordal-Punct ist demnach p. 
Durch P und p geht die zu construirende gerade Linie, welche die Mittelpuncte derjeni- 
gen beiden Kreise enthält, die durch den gegebenen Punct R gehen und die beiden gege- 
benen Kreise yft und c beide gleichartig berühren. 

Wir hätten auch ip gleich (— p) oder ( — ^r) nehmen können, alsdann hatten wir wie- 
derum ein System von zwei Kreisen und einem Puncte erhalten, dessen Chordal-Punct 
gerade wie im ersten Theile der eben angezeigten Construction gefunden wird. Oder, 
wir hätten auch statt des gegebenen Punctes einen Kreis von beliebigem schicklichem Ra- 
dius nehmen, und um die Länge dieses Radius die Radien der beiden gegebenen Kreise 
vergrÖfsern und alsdann den Chordal-Punct, wie in der vorigen Nummer, durch den 
Durchschnitt gemeinschafthcher Chorden bestimmen können. — Diese Andeutungen sind 
für unsere Absicht mehr als hinreichend. 

158. Um die Auflosung der in Rede stehenden Probleme, wo drei Kreise oder statt 
eines derselben ein Punct gegeben ist, an vollenden, brauchen wir jetzt nur noch Kreise 
zu conslruiren, deren Mittelpuncte auf schon bestimmten geraden Linien liegen und die 
zwei gegebenen Kreise berühren, oder statt einen der Kreise zu berühren, durch ei- 
nen gegebenen Punct gehen. Diese Constructionen sind früher angezeigt (ll6 — ll8). 
Wenn noch zwei Kreise zu berühren sind, so erhalten wir vier Auflösungen, von de- 
nen wir aber nur zwei zu construiren brauchen, die beiden andern sind fremde Auf- 
lösungen. A'Vir überzeugen und hiervon sogleich aus dem Anblick der Figur und wol- 
len in kein Detail hier eingehen. Zum Schlüsse bemerken wir nur noch, dafs — wie 
überhaupt jede lineare Gleichung eine reelle Linie darstellt — wir auch die Gleichungen 
C6) und CT) der letzten Nummern immer durch die Bestimmung von Chordal-Puncten 
construiren können, und also auch dann, wenn die Auflösungen der Aufgabe unmög- 
lich werden. 

159. Es sind noch zwei Probleme der Tactlonen übrig, nemlich einen Kreis ku 
beschreiben, der zwei gegebene Kreise und eine gegebene gerade Linie 
berührt, und einen Kreis zu beschreiben, der einen gegebenen Kreis und eine 
gegebene gerade Linie berührt und zugleich durch einen gegebenen 
Punct geht. Diese beiden Aufgaben ordnen sich wie die beiden vorigen zusammen, 
und überhaupt sind die nächstfolgenden Entwicklungen den vorhergehenden ganz analog: 

Seyen: 

(y-fl'+C"-«)' = (f', ,. 

(y— M'-Hn-a)» =t', '■'' 

(Ue Gleichungen zweier gegebenen Kreise, alsdann ist: 

2(l)-ffiy + a(a-B)s = f'— C'+lS') — i'+(a'+l)"), 
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die Gleichung ihrer Chotdalen- Nehmen wir die gegebene gerade Linie zur zweiten AxCj 
so ist ihre Gleichung 

X s= 0, 

und legen wir uberdiefs den Anfangs - Puiict der Coordinaten in den Durchschnitt dieser 
Linie mit jener Chordalcn, so haben wir folgende Beziehung zwischen den Constanten 
der beiden Krcis-Gleichong: 

(,^_(„i_f-^^_r=+Ca'+b^ = 0. 
TVenn wir nnn ferner die Radien der gegebenen Kreise beide nm ein gleiches Stück tp 
grofser nehmen, und um dasselbe Stück die gegebene gerade Linie parallel mit sich seihst 
nach der positiven oder negativen Seite der x hin fortrilckea lassen, so erhallen wir, mit 
Berücksichtigung der Bedingungs- Gleichung: 

(h-%+Ca-«)s =Ce-r)?>, (z) 

für die Gleichung der Cbordalen der beiden neuen Kreise, und 

X = ± (p (ä) 

für die Gleichung der neuen geraden Linie. Wenn wir aus der letzten dlcichnng den 
"Wevth von f nehmen und in die vorhergehende subslitairen, so kommt, wenn wir ordnen: 

y = -<^=ti|=^;- ^ (.) 

eine lineare Gleichung, die nicht mehr <p enthält. Die durch diese Gleichung dargestell- 
ten beiden geraden Linien sind also der Ort aller Durchschnitte der durch (2) und (3) be- 
zeichneten geraden Linien, wenn wir in diesen Gleichungen nach einander für y jeden 
beliebigen Werth nehmen. Zu derselben Gleichung (4) wären wir gekommen, wenn wir 
die gegebene gerade Linie immer nach derselben, etwa nach der negativen Seite der x, 
fortgerückt, also in der Gleichung derselben, in (3), y immer mit negativen Zeichen ge- 
nommen hätten, zugleich aber in der Gleichung (2) cp einmal positiv, das andere mal ne- 
gativ setzen. In der Construction entspricht dem letztem Falle entweder eine Terkür- 
zung der Radien, so dafs diese gleich {g—f) und (r — <p) werden, oder auch dafs für die- 
selben diese Ausdrücke mit dem entgegengesetzten Zeichen, also (5p— p) und (y — r) ge- 
nommen werden. 

Wenn wir erstens den Radius eines der beiden gegebenen Kreise um ein beliebi- 
ges Stück 9 verkürzen und den Radius des andern Kreises um dasselbe Stück verlangem, 
dann zweitens jenen Radius verlängern, während wir diesen verkürzen, und bcldesmal 
die gegebene gerade Linie um das Stück C^) parallel mit sich sich selbst fortrücken las- 
sen, so brauchen wir nur, nm die Gleichung (4) filr diese Fälle zu modificiren, nach einan~ 
ander das Zeichen von q imi r zu andern. Auf diese Weise kommt; 
_ (a-»)±(r+f) 

y - ^_^ X, (5) 

und wenn wir die Gleiclinogen (^) und (5) in eine Form zusammenfassen 

y = - fc;)±p .. (ö 

160. Wir hätten die Resultate der vorigen Nummer unmittelbar aus der 153. Num- 
mer und den nachstehenden Bemerkungen folgern können. W^enn ncmlich eine gerade 
Linie in einem beliebigen Puncle von verschiedenen Kreisen berührt wird, so nähert sich 
derjenige Kreis, dessen Radius am gröfsten ist, am meisten dieser geraden Linie: wir 
können dieselbe als die Gränzc zwischen denjenigen Kreisen, die auf der einen Seite 
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antt denjenigen , die auf der andern Seite liegen , ansehen , so dafs der üebet- 
gang von diesen zu jenen dadarch geschieht, dafs die Radien nnendlich werden. Was 
also für Kreise von jedem beliebigen Radius gilt, gilt aacb wenn Kreise mit geraden Li- 
nien vertanscbt werden. Solche SchluCs- Weisen, die, wie mir billig scheint, in der 
Behandlung der Geometrie im Sinne der Alten durchaus nicht Platz finden dürfen, lassen 
sich durch algebraische Entwicklmigcn unterstützen, nnd gewinnen auf diese Weise volle 
Evidenz. In nnserm Falle kommt Alles darauf an, eine gerade Linie durch eine Kreis- 
Gleichung auszudrücken. Auf solche Ausdrüete sind wir gewissermaafsen schon in der 
123. Nummer gestofsen. Denn, wenn wir daselbst /t = — 1 nehmen, so stellt die Glei- 
chung (2) 

y'4-s^ — 2mx = p'^— «^ 
die Chordale der beiden gegebenen Kreise dar, also nach der dort gemachten Äsen- Be- 
stimmung, die zweite Ase. In obiger Voraussetzung wird m unendlich; um auf die Glei- 
chung der zweiten Axe: 

zu kommen, brauchen wir blofs alle Glieder o]»iger Gleichung, die nicht m, gleichviel ob 

y uod-^, enthalten , zu vemachläfsigen. 

Es-fi^lgt zugleich aus der eben angezogenen Nummer, dafs wenn ein Kreis und eine 

gerade Linie gegeben sind, wir die gegebene gerade Linie als Chordale der beiden 0er- 

ter betrachten können, und dafs mitbin der Chordal-Punct zweier Kreise nnd einer gera- 
den Linie in dem Durchschnitte der letztern mit der Chordalcn der beiden erstem liegt. 
In der vorstehenden Nummer haben wir also den Anfangs Punct der Coordinaten in den 
Chordal-Punct gelegt; wollen wir also für dieselbe die End-Gleichung der 153. Nummer 
umformen, so ist zunächst y'^x'^o und es kommt; 

^ p;b-BJ±rCB— |3)+RC'5— bj * ^" 

Soll nun die dritte Kreis - Gleichung ; 

(y^B')+(x-A)==R% 
die zweite Axe darstellen, so ist B gleich Null (oder hat irgend einen endlichen Werth). 
ferner sind A und R gleich und zwar grofser als jede gegebene Gröfse. Setzen wir also 
in der Gleichung 0) A und R gleich, dividiren di.n-ch den Werth derselben Nenner und 
Zähler des Coefficienten von x, so finden wir mit Vernaehläfslgiang der verschwindenden 
Gröfsen : 

gerade dieselbe Gleichung als oben. 

Wir können Her noch weiter gehen, und zeigen, wie die allp;cmcine Gleichung (7}, ge- 
hörig modificirt, diejenigen geraden Linien, welche die Mittelpuncte der Beriihrungs-Kreise 
erhalten, auch dann noch darstellt, wenn wir für zwei der drei gegebenen Oerter ge- 
rade Linien nehmen. Die Stelle des Chordal-Punctes vertritt alsdann offenbar der Durch- 
schnitt der beiden gegebenen geraden Linien, gleichviel welche Lage der dritte gegebene 
Ort auch haben mag. Legen wir also den Anfangs -Punct der Coordinaten in diesen 
Durchschnitt, und nehmen als zweite Ase die eine der gegebenen geraden Linien, so ha- 
ben wir zunächst wiederum die Gleichung (8). Soll femer die Gleichung : 

eine gerade Linie darstellen, so können wir uns diese Linie, wie eben, als die Gränze 
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derjenigen Kreise denken, von welchen dieselbe in irgend einem Puncto, für den wir so- 
gleich den Anfangs -Punct nehmen wollen, berülirt wird, wenn wir nemlicli die Radien 
jener Kreise immer grofser nehmen. Betrachten wir irgend einen dieser Kreise, und neh- 
men die letzte Glclchnng für die seinige, so iiherzcagen wir uns leichl, aiicii ohne die 
Fignr KU zeichnen, dafs 

h . a 

— = sui a, ~ = COS a, 

r ' r 

wenn wir den Winkel, welchen die zweite gegebene gerade Linie mit der ersten, also mk 
der Akc y hildet, o> nennen.*) Diese Gleichungen bestehen auch hei immer grofser wer- 
dendem r. "Wenn wir daher bei dieser Annahme Nenner und Zähler des Coefficienten von 

X in der Gleichung (8) durch r dlvidiren, für - nnd -jene Werthe substitniren nnd die 

verschwindenden Gröfsen vernachlässigen, so kommt: 

cos 01+1 
" ~ ~~ Sl'lt 10 

eine Gleichung, die wir in folgende beide einzelne Gleichungen; 

I-+-C05O) , W 

y = — ■ ■ = — '^o'g X' 



tang-. 



auflösen können. Diese Gleichungen bezeichnen j wie zu erwarten stand, diejenigen bei- 
den geraden Linien, welche die, am Durchschnitte der beiden gegebenen entstehenden, 
Scheitel-'Winkel halbiren, 

\Tir werden uns niemals, als einzigen Beweises, solcher Entwicklungen, die den 
letzten ähnlich sind, bedienen; wir erkennen aber zugleich an, dafs solchen Beweisen 
nichts an Strenge abgeht. Denn, auf was für Formen auch die Rechnnng uns führen mag, 
wir können mit diesen Formen weiter rechnen. Diesen Grundsatz müssen wir festhalten 



*) Nach den Bestimmungen ties Textes mufs die Gleichung; 

{h-V + {«-»)' =r', (») 

mit folgender Gleiciiung identisch sejn: 

y = ü<wjg-(w-f- |y X. Ci.') 

Die£s gibt zuvörder&t: 

a^-fb^ = ^^ (c) 

wonach die Glcicliuog (a), wenn wir zugleich alle Glieder derselben durch 2b dlvidiren , /ol- 
gende wird: 

und diese Gleiclumg geht in (b) über, wenn 

■- = — tang {m'h'-\> mithin - = tang to . (i!) 

und wir iiberdkt b und also auch a «ml r «nendlich nehmen. Die 7iif,amme!isteH««g -mt 
(c) und (d) gibt, wie im Texte: 
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einen Grundsatz, den wir stillscliweigend bei der Anflosung jeder algebraischen Gleiclmng 
annebmen, deim, sonst müfstcn wir ja alle Glcicbungen, durch die wir stufenweise zum 
Picsultate gelangen, näher prüfen, ob sie nicht Aas drücke enthalten, die unendlich oder 
imaginär werden. 

l6l. Wir überzeugen uns leicht, dafs jede der vier geraden Linien, weiche die Glei- 
chung (6) bezeichnet, die Mittelpnnctc zweier derjenigen Kreise enthalt, die die beiden 
gegebenen Kreise und die gegebene gerade Linie berühren; solcher Kreise sind mithia 
Flg. 40. acht möglich. In der 40. Figur z. B, seyon C und y die beiden zu hernbrenden Kreise, 
K und K' zwei gesuchte. Nehmen wir den ersten der zuletzt bezeichneten Kreise und 
nennen dessen Radius y, so liegt der Mittclpunct dieses Kreises in einem der beiden 
Durchschnitte, der aus C und y mit Radien, die gleich sind (r-f-rp) und Cf-Hy) beschriebe- 
neo Kreise, durch welchen Mittclpunct aiich diejenige gerade Linie vv geht, welche der 
gegebenen NN parallel ist, und von ihr um dasselbe Stück <jp absteht. Nehmen wir nun 
an, dafs die beiden gegebenen Kreise nach der negativen Seile der x hin liegen, so ist 
die Gleichung jener Parallelen 

X = — <f , 
mithin liegt der Mittclpunct des Berührungs-Kreises K, auf einer geraden Linie, deren 
Gleichung folgende ist: 

Auf derselben geraden Linie liegt der Mittclpunct des Kreises K'. 
Flg. 41. In der 41. Figur liegt der Mittclpunct dos Kreises K In einem der Durchschnitte 

zweier Kreise, die aus C und y mit Iladien beschrieben werden, die, wenn wir wiederum 
diirch (f den Radius des Kreises K bezeichnen, gleich sind (r — (f) und (qn — p). Durch 
denselben Punct geht auch diejenige gerade Linie vv, die der gegebenen NN parallel ist, 
und von derselben um dasselbe Stück tp absteht. Die Gleichung dieser Linie ist, wenn 
wir diejenige Seite, auf welcher die Mittel nunctc der gegebenen Kreise liegen, als die po- 
sitive Seite der x hetracbten: 

X = 50; 
mithin liegt der Mittclpunct des Berührungs- Kreises K auf einer geraden Linie, die 
wiederum durch die Gleichung (9) dargestellt wird. Auf derselben geraden Linie liegt der 
Mittclpunct des Kreises K'. 

Fig. 42. 162. Nichts ist nun leichter als die , durch die vier in der Gleichung (6) enthaltenen 

Gleichungen dargestellten, geraden Linien zu construiren. Wir können dieselben, ähn- 
lich wie wir früher verfahren sind, construiren, indem wir irgend zwei Puncte derselben 
bestimmen; wir können aber auch die Gleichungen (6) geradezu construiren. Nach der 
frühem Annahme liegt der Anfangs-Punct der Coordinaten in dem Durchschnitte P der 
gegebenen geraden Linie und der Cbordalen der beiden gegebenen Kreise. Die Glei- 
chung der Chordaten ist : 

(b-^)y-}-(a-«}x = 0; 
mitbin entspricht für dieselbe der Abscisse — (b— j5) eine Ordinate {a— «). Es ist aber 
(b — j3) die Projection der geraden Linie, welche die Mitlelpuncte der beiden Kreise ver- 
bindet auf die zweite Axe, nach der Figur also MN. Nehmen wir nun auf der ersten 
Axe nach der negativen Seite hin ein Stück PQ gleich MN, und legen durch Q eine ge- 
■ rade Linie, die der zweiten Axe parallel Ist, so ist die Ordinate des Durchschnittes dieser 
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Linie mit den Cliordalen, QR, gleicK (a— a). Tragen wir min von diesem PuncLc Raus, 
nach beiden Seiten hin Stücke auf, die gleich sind (r4-p) und (r— p), so ergibt Sidi: 
a~« + (r— !?) = Q'V', 
a-« — (r— p) = QW, 
a-« + (r-f-p) = QT, 
a-« ~ (r_ö) =. QU, 
nnd wenn wir durch P und jeden der Pimcte Y, W, T imd Ü eine gerade Linie legen, 
so erhallen wir auf diese Weise die Tier geraden Linien, die durch die Gleichung: 
_ a-« + (r+p) 

dargestellt wordsn. 

Sind die Radien der beiden gegebenen Kreise gleich, so fallen die beiden geraden Li- 
nien OW und OV in eine einzige zusammen, aaf der also die Mittclpuncte von vier Be- 
rührungs -Kreisen liegen. 

Wenn einer der beiden gegebenen Kreise, etwa der Kreis y, auf einen Pun et sich ro- 
ducirl, so ändert sich die eben angewandte Schlufs- Weise nicht im Mindesten, die Glei- 
thung (6) gebt aber, indem wir p gleich Null setzen, in folgende Gleichung über; 

welche alsdann nur noch zwei einzelne Gleichungen in sich begreift," Durch dlcConstrac- 
tiön derselben, die der eben angezeigten vollkommen entspricht, erhallen wir zwei ge- 
rade Linien, von welchen jede die Mittclpuncte zweier der vier möglichen Berübrongs- 
Krcisc enthält. 

Die 'beiden In Rede stehenden Probleme der Tactioneu sind also auf die bekannten 
Conslrnctionen von Kreisen zurückgeführt, deren Mittelpuncte in einer gegebenen geraden 
Linie liegen und die eine gegebene gerade Linie und einen gegebenen Kreis berühren, 
oder, slalt einen Kreis zu berühren, durch einen gegebenen Pnnct gehen (i50 — 152). Wir 
gehen in keine weitere Ansführungen hier ein (später werden wir noch neue Constructlo- 
nen der Probleme der Tactionen gehen) , nnd wollen nun andere Beziehungen von Krei- 
sen zu einander ietrachlen, 

103. Wenn zwei Kreise, die zu einander irgend eine beliebige Lage haben, gegeben 
sind, und wir ziehen in beliebiger Richtung in denselben zwei parallele Radien, so gehl 
diejenige gerade Linie, welche die Endpuncte dieser Radien verbindet, immer durch einen 
oder den andern von zweien festen Puncten der Cenlral-Linie, je nachdem die End- 
puncte der Radien auf diesellte oder auf entgegengesetzte Seite dieser Linie fallen. Es 
ist leicht diefs zu zeigen. Seyen : 

y'-I-x^=RS 

die Gleichungen der beiden Kreise, alsdann ist; 
y = O 
die Gleichung der Centralen. Nennen wir ferner die Winkel, welciic die parallelen Ra- 
dien mit dieser Linie, also mit der ersten Axc bilden, 9, so ist die Gleichung derjenigen 
geraden Linie, welche durch die Endpuncte dieser Radien, also durch die Puncte (R ««(/', 
R cos f) und (p sin f, (q cos y-f-b)} gebt , folgende s 

^ ^ {ii'—sfjcas'p — w 
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und diese Gleiclimig gibt, wenn wir in derselben y = setzen, nach einer ganz einl'adicn 
Reductioo für den Dcrchschnitt mit der Centralen: 



einen Ausdruck, unabhängig von <f. Wir haben lilerboi voransgeselzl, dafs die End- 
punctc beider Radien auf derselben Seite der ersten Axe liegen; bclracbten wir aber statt 
des einen Radios, für welchen wir den Radias des ersten Kreises nehmen wollen, denje- 
nlgen, der mit jenem einen Durchmesser dieses Kreises bildet, so milssen wir die bisher 
in die Rechnung eingeführten Coordinaten des ersten Punctes, oder was damit auf Eins 
hinauskommt, den Radius R negativ nehmen, Wachen wir diese Zeithen-Aenderung im 
Resultate, so kommt: 

Fig. 4344. Die auf diese Weise bestimmten beiden festen Puncte der Central-LInie zweier 
Kreise, die in der h^. nnd IfU. Figur durch S und «r bezeichnet sind, wollen wir Symme- 
iral-Puncte der beiden gegebene Kreise nennen, und zwar S den äufscrn, a 
den Innern Symmetral-Punct,*) Im erstem Poncle vereinigen sich alle dieienigcn gera- 
den Linien, welche durch die, auf dieselbe Seite der Centralen fallenden End-Puncte ir- 
gend zweier paralleler Radien, wie z, B. durch M und /* oder durch M' und ^t gehen, 
im. Innern Synmietral-Pnncte alle diejenigen geraden Linien , welche die, nicht auf dieselbe 
Seite der Centralen fallenden End-Puncte irgend zweier parallelen Radien, z. B.M und/t', 
oder M' und /* verbinden. Wenn die beiden gegebenen Kreise sich nicht schneiden und 
einer den andern auch nicht einschliefst, so schneiden sich in den beiden Symmetral- 
Puncten auch die gemeinschaftlichen beiden äufscrn nnd inncrn Tangenten. Wenn die 
helden Kreise sich schneiden, so sind nur die erstgenannten, wenn ein Kreis ganz in dem 
andern Hegt, gar keine gemelnschaftUche Tangenten möglich; aber auch in diesen Fallen 
eiüstiren jene Symmetral-Puncte, die wir vermittelst paralleler Radien constmircn kön- 
nen. Wenn die beiden gegebeneu Kreise sich innerhalb oder aufserhalb berühren, fällt 
der äufsere oder innere Symmctral-Punct mit dem Berührungs- Puncte zusammen. Diefs 
folgt sogleich aus der analytischen Bestimmung jener Puncte; denn, wenn z. B. die bei- 
den Kreise sich aufserhalb berühren, so ist, bei obiger Axen- Annahme, R-f-r = «, mithin 
reducirt sich £c Abscissc des innern Symmetral -Punctes auf 

X =R, 
worin wir sogleich die Abscissc des Berührungs -Punctes wieder erkennen. 

16/,. Wenn wir drei Kreise zasammenstellen, so haben je zwei derselben ihrea 
zwiefachen Symmetral-Punct, den wir auf die eben angezeigte Weise constrniren können. 
Bedienen wir uns zu diesem Endo dreier Radien, die alle drei unter einander parallel 
sind, so folgt unmittelbar ans der 77 — 8I. Nummer folgender Satz: 

Wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben, sind, so können (vir dieselben auf drei- 
fache Art zu Zfvei nehmen, und erhalten miikin drei äufsere und drei innere Symmetral- 
Puncte ; die drei äußer ny so wie jeder derselben und zivci der innern Symmetral -Puncte, 
liegen in gerader Linie, 



*) Der von Monge eingerührte Ausdruck ist „point de üaülilaic de deus cercles catcrne et 
interne. Cinnerer nnd äufserer AehnüchkeiU -Puncf,> 
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Wir können fiir je drei beliebige Kreise jene vier gerade Linien bestimmen. "Wir 
nennen diese Linien Symmctralen der drei Kreise; diejenige Symmetrale, welcne 
die drei äufsern Symmetral-Puncte cniliält, nennen wir die aufs er e, jede der drei übrigen 
eine innere Symmetrale.*) 

165. Nelimen wir an, dafs jeder der drei gegebenen Kreise ganz anfserbalb der bei- Fig. 45- 
den andern liegt, so gibt die vorige JNnmmer folgenden, zuerst von Monge bemerkten 
Salz:**) 

Zieht man die gemeinschaftliche Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, 
so liegen die drei Durchschnitte der zusammengehörigen äufsern Tangenten in gera- 
der Linie. Ebenso liegt jeder dieser Durchschnitte mit zfveien Durchschnitten der In- 
nern Tangenten in gerader Linie. 

In der 43. Fignr sind SS'S", Sa'a" , S'aa" nnd Sl'a'a" die vier Symmctralen. 

Wir konnten hier den Fall besonders hervorbeben, dafs die drei gegebenen Kreise 
sich gegenseitig berühren, 

166. Wir wollen jetzt die Gleichungen der Symmctralen dreier 
Kreise bestimmen, und zwar zunächst die Gleichung der äufsern Symmctralen, aus 
der sich alsdann die Gleichungen der Übrigen drei unmittelbar ergeben. Seyen zo. die- 
sem Ende: 

(y— j5)^^-(x— «)^ = pS 

Ö^— bf-f-(x— a)« = r», 

(y-B)^-f-Cx— A)' = R% 
die Gleichungen der drei gegebenen Kreise. Nehmen wir die Radien, deren wir nns zur 
Construction des Symmefral-Punctes der beiden ersten Kreise bedienen, der ersten Axe 
parallel, so haben wir zat Bestimmung der Coordinaten desselben folgende beiden Glei- 
chungen : 

von denen die erste die Centrale, die zweite diejenige gerade Linie darstellt, die durch 
die Endjumctc der Piadien geht. Bezeichnen wir die Coordinaten des in Rede stehenden 
Symmetral-Punctes durch y' und x', so kommt durch eine ähnliche Elimination wie m 
der 77, Nummer: 

pa— ra , _ ph — rß 
=° p_r ' ^ e~r 

Da der Wcrth von x' unabhängig ist von den Ordinaten der Mittclpnnctc nnd übcr- 
dicCs die Richtung der zweiten Axe durchaus beliebig ist, so folgt, dafs, wenn ein fester 
und unveränderlicher Kreis gegeben ist, und ein anderer Kreis von constantem Radius 
sich so bewegt, dafs der Mitlelpunct desselben auf einer geraden Linie bleibt, so rückt der 
Symmetral-Punct beider Kreise ebenfalls auf einer geraden Linie fort, und diese gerade 
Linie ist jener parallel. Dieselbe Bemerkung hätten wir auch an die Form des Ausdru' 
ckcs für y' knüpfen können. 



*) Nach Monge: j,axeä de simiUtude externe et internes." (AehalichUits - Linien,) 
**) Monge; G^om&ic descriptivc. A '""" id. n^- 44. 
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Durch blofsc Bachstaben-VcrtaascWng erhalten wir aus den letzlen Gleichungen die 
folgenilen : 

" _ Q^—^c ■■ _ gB— RjS 
^ ~ p_R ' y " [p— n ' 
wenn wir die Coordlnaten des änfsem Symmetral-Pnnctes des ersten und dritten Kreises 
durch x" und y" hezeichnen. Für die Gleichung derjenigen geraden Linie endlich, welche 
durch die beiden Puncte (y", x") und (y, x') geht, findet man nach allen Reductionen: 
p(h-E) 4- r(B — ^) -f- J\{ß~h) ^ g(aB^Ah).4-r(Af?— aB)-J-B(ab-3(? ) 
^ p(a— A) + r(A— ftj-t-R(«— a) ?( a— A )-f-r(A — a ) + K(a — a ) ^'' 

DieCs ist die gesuchte Gleichung der äufsern Symmetralcn. Darin , dafs diese Gleichnng 
in Beziehung auf die gleichnamigen Constanten der drei Kreis-Gleichungen sj-mmctrisch 
ist, liegt der dirccte Beweis des Satzes der l63. Nummer, dafs die drei äufsern Symme- 
tral- Puncte in gerader Linie liegen. 

Nach der 162. Nummer erhalten wir unmittelbar die Gleichungen der drei inner« 
Symmetralcn (103), wenn wir in der letzten Gleichung nach einander jeden der drei Ra- 
dien p, r und R negativ nehmen. Hiernach können wir die Gleichungen der vier einzel- 
nen Symmetralcn in folgende Gleichung zusammenfassen: 

= p( b-B)±y(B— /^)± RJ jä-b) ,. p 'a^—Sh)±r(Aß-aB) + lX(ah-äß) 
^ pCa— A)+r(A— «)+RC«— a) p(a -A ) + r(A — « )+R(« — a j" 



(») 



167. Wenn wir die in dem letzten Ausdrucke zusammengezogenen vier Gleichnngcn 
mit denen, welche die letzte Gleichung der i53. Nummer: 

_ ' = _ e(a— A1+r(A-ft)+R(w-a) , 

5' ^ p(h— B) + r(B-,3) ±R(f5— h) ^ ' ' 

in sich hegreift, einzeln vergleicbeuj so ist sogleich ersichtlich, dafs die dnrch die erstge- 
nannten Gleichungen dargestellten geraden Linien auf den, durch die letztgenannten Glei- 
chungen dai^estellten, senkrecht stehen. Die äufsere Symmetrale nemHch sieht auf 
derjenigen Linie senkrecht, welche die Mittelpuncte derjenigen beiden Kreise enthält, die 
die gegebenen alle drei innerhalb und aufserhalb berühren; von den drei innern Symme- 
tralcn steht jedesmal diejenige, welche durch den äufsern Symmetral-Puncl irgend zweier 
gegebenen drciKreise geht, auf derjenigen geraden Linie senkrecht, iii welcher die Mittel- 
puncte derjenigen beiden Berührungs-Kreise liegen, die jene zwei entweder nicht oder 
alle beide umschliefsen. 

Aus den letzten Bemerkungen ergeben sich ISIodificationen für die oben angezeigten 
Construclioncn des Problems der Tactioncn; wir können nemlich diejenigen ge- ' 
raden Linien, welche die Mittelpuncte der Berührungs-Kreise enthalten construiren, in- 
' dem wir vom Chordal-Punct (y',x') der gegebenen Kreise Perpendikel auf die Symme- 
iralcn fällen. 

lös. Wir können auch von der Symmetralen zweier Kreise und eines Punctes 
sprechen. Solcher Symmetralcn gibt es zwei, deren Gleichungen wir sogleich erhalten, 
wenn wir in der Gleichung (2) den Radius des Kreises, den wir uns nun auf seinen Mit- 
tclpunct rcducirt denken, z. B. R, gleich Null setzen. Auf diese Weise konnnt: 
_ gCb— B}±r(B— ^) ,,_._ p(aB— Ah) + r(A,g— kB) 
^ "~ p(a— Aj±r(A— «)'' pca -A ) + r(A -« )' f^) 

Diese beiden Symmetralen gehen durch den gegebenen Punct (in welchem zwei Paar 
Symmetral- Puncte zusammenfallen) und durch den äufsern und innern Symmetral- Punct 
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der beiden gegebenen Kreise. Hiervon überzeugen wir uns leicKt, wenn wir die Constnic- 
tion bis zum allmähligen Verschwinden des dritten Kreises verfolgen; dasselbe zeigt aber 
ancb die Form der letzten Gleichung. Denn legen \vir den Anfangs-Punct der Coordina- 
ten in den gegebenen Punct, setzen mithin B und A gleich Null, so verschwindet das con- 
stanle (Jlied der letzten Gleichung, die bezügliche gerade Linie geht also durch den gegebe- 
nen Punct. Wir erhalten nemlich hei jener Annahme statt der letzten Gleichung (3) folgende : 

pa+r« ' 
die wir auch unter folgende Form bringen können: 

pa+r« _ ph+r^j, 
p-J-r ^ p+r 

woraus denn sogleich auch ;femer crsiehllich ist, dafs die durch jene Gleichung darge- 
stellte gerade Linie durch den Punct 

( gb+r|3 pa+ra \ 

ß?r ' pTr /' 

d. h. durch den (äufsern oder Innern) Symmetral - Punct geht. 

Der Analogie und der leichtern Uehersichtlichkeit wegen, können wir die gerade Linie, 
welche durch zwei gegebene Puncte geht, als die Symmetrale der beiden Puncte und 
eines beliebigen Kreises ansehen. Hierzu berechtigen uns sowohl GrUnz -Betrach- 
tungen in der Construction, als auch die Form, welche die allgemeine Gleichung (2) 
annimmt, wenn wir zwei Radien, z. B. R nnd r gleich Null setzen. Alsdann verschwin- 
den aus der eben angezogenen Gleichung die Constanten p, a und ß und dieselbe reda- 
cirt sich auf: 

— in? 4- ^^—^^ 

^ ~ a— A a — A 

auf die Gleichung einer geraden IJnie , welche durch die beiden gegebenen Puncte (B , A) 
und (b, a) geht. 

169. VS'ir wollen ferner sehen, was aus der Gleichung der Symmetralen dreier Kreise 
wird, wenn wir statt eines Kreises eine gerade Linie nehmen. Bedienen wir uns zu 
diesem Ende derselben Reductions-Art als für den bezüglichen Fall in der 160 Nummer, 
setzen wir nemVich R gleich A und grüfser als jede gegebene Grüfse, während B einen 
endlichen Wcrth behalt, so kommt, indem wir zunächst die Gleichung (1) behandeln: 

_g-Hr-f-B— a —Q +r -}-« — a ^ 

und wenn wir reduclren: 

((r-a)-fe-«))y=(^-b)x-f-(r-a),?-(p-«)b. 

Diese Gleichung können wir endlich noch unter folgende beide Formen bringen: 

(Cr-a)-(p-«))(y-b)= (^-b) (x-a+r), 

(ir-a)-(p-«)) iy-ß) = 0~h) (x-«-}-p) , ' 

und so ist augenfällig, dafs die in Piede stehende gerade Linie durch die PuncEo (h,a— r} J";». ^2, 

und (ß,a~Q) gebt, also mit Beziehung auf die Z(9. Figur durch K und K, durch die End- 

puncte zweier paralleler Radien der gegebenen Kreise, mithin auch durch den (äufsern) 

Symmetral - Punct derselben. Diefs folgt nemlich aus der 3Ö3. Nummer, und, umgekehrt, 

wenn wir, was leicht ist, geradezu aus der Gleichung fz,) beweisen, dafs die bezügliche 

Linie durch den Symmetral -Punct gebt, so erscheint, weil wir als gegebene gerade Linie 

jede beliebige betrachten können, der Satz der angezogenen Nummer, dafs nemlich die 
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Endpuncte irgend zweier Leliebigen paralleler Radien in zweien Kreisen mit einem der 

Symmelral-Piincle in gerader Linie liegen — als eine Modification des Salzes, dafs immer 
drei Symmelral-Puncte dreier Kreise in gerader Linie liegen. 

Darcb Zeichen -Aenderang von r und ji erhalten wir aus (.h) unmittelbar clie Glei- 
chungen der drei übrigen Symmetralen, wenn wir dieses Ausdrucks uns anch für den in 
IVedc siehenden Fall bedienen wollen. Diese Linien sind in der Figur durch K'x', K'k nnd 
Kx' bezeichnet. 

Die zuerst bestimmte nnd dann die eben genannten drei Linien stehen, ganz der 
169. Nummer gemäfs, auf den in der 162. Nummer construirten, daselbst durch (6) be- 
zeichneten geraden Linien, welche die Mittelpuncte der Beriihrungs -Kreise enthalten, 
nemlich der Ordnung nach, auf PV, PW, PT und PU senkrecht. Hiernach können 
wir also wiederum die letztgenannten geraden Linien construlren. 

In folgender Gleichung sind die Gleichungen der vier eintelnen Symmetralen zusam- 
mengezogen : 

_ (ß-h)x^h[a±Q)-ß(ä±r) ^ 
J «±p— (a+r) '■^' 

Gehen wir noch weiter und fragen nach den Symmetralen eines Kreises und 
zweier geraden Linien, so brauchen wir nur die letzte Gleichung auf eine ähnliche 
Weise zu behandeln, wie wir die entsprechende Gleichung (8) in der 160. Nummer be- 
handelt haben, 

Den Winkel, welchen die zweite mit der ersten gegebenen geraden Linie, also mit 
der zweiten Ase, bildet, wollen wir wie dort « nennen. Dividiren wir nun Nenner und 

Zähler des zweiten Theiles der Gleichung (6> durch r, substituiren für ~ und — ihre 

■^ r 

Werthc sin w und cos w, und vernachläfsigcn diejenigen Ausdrücke, die für immer gröfser 

werdende Werthe von r verschwinden, so geht die letzte Gleichung (6) in folgende über: 
— "^ ^'^ a + C«d:e) ^in CO— ßlcos (0 + 1) 
^ ~ — (cos w + 1) ' 

wo das Zeichen von I im Nenner dem Zeichen von 1 im Zahler entsprechend genommen 
werden mufs. Diese Gleichung enthUlt vier von einander verschiedene Gleichungen. Wir 
können ihr auch folgende Form gehen; 

V— I? = (X— C«±(y)) ^'^'^ . 
cosw±l 

nnd endlich noch in folgende beide Gleichungen auflösen: 

y-,3=(x-(«+?)) tang ^, (^) 

y_^=_(x-(«±e)) colg~. 
Die vier durch diese Gleichungen dargestellten Symmetralen bilden zwei Paar Parallel- 
Linicn, die auf denjenigen beiden geraden Linien, welche die am Durchschnitte der gege- 
benen geraden Ijinlen entstehenden Winkel halbiren, und mithin die Mittelpuncte der Berüh- 
rungs-Kreise enthalten, senkrecht stehen (in anderer Ordnung genommen, ihnen parallel 
sind). In so fern wir die letztgenannten Linien durch Perpendikel auf jene Symmetrale con- 
strulren, erhalten wir zwei Paar zusammenfallender Linien: eine Folgerung, zu der 
wir anch aus der Gonstruction gelangen können. Hierin erblicken wir denn auch gewis- 
sermaafscn den Grund, warum auf jeder jener beiden Halbirungs- Linien im Allgemeinen 
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die Mittclpuncte TOn vier Beriilirungs-Kreiscn sich befinden, deren immer nocli acht 
möglich sind. Nur wenn einer der gegebenen Kreise sich auf einen Punct redncirt, redn- 
cirt sich die Zahl der jedesmaligen Äaflüsimgen anf die HUiftc. 

Wenn wir die Glelclinngen (7) genauer betrachten, so sehen wir, dafs die beziighchen Fig. Afi- 
Linien durch einen der beiden Puncte {ß, («-Hp» und ((?,(« — ?)) gehen, nnd wir erken- 
nen in diesen Pnncten die Durchschnitte des gegebenen Kreises, mit dem vom Mittelpuncte 
desselben auf die erste der gegebenen geraden Linie, d, h. auf die zweite Axe, gefällten 
Perpendiliel, Diese Puucte sind in der Figur durch S und g bezeichnet. Ebenso gehen 
jene Linien durch die Puncte S' nnd a, die in derselben Beziehung an der zweiten gege- 
benen geraden Linie stehen. Die vier in Rede stehenden Symmetralen bilden also das 
in den Kreis beschriebene Parallelogramm SS'aa. 

Wir wären durch Granz -Betrachtungen in der Constrnction ebenfalls zu den Resulta- 
ten dieser Nummer gekommen. Wir haben aber vorgezogen, diese Granz-Betrachtungen 
nur auf die analytischen Formel anzuwenden, und auch hier haben tms dieselben nnr da- 
zn gedient, um uns auf die Form der Gleichungen (6) und (7} anfmerksam zu machen, 
Gleichungen, die wir alsdann anf directe, von aller Gränz-Methode unabhängige, "Weise 
construirt haben. Solche Betrachtungen sind Übrigens von grofseniYortheil, um verschie- 
dene Constrnctionen aus demselben Gcsichlspuncte zu übersehen; wir 
Verden m dem Folgenden an Beispielen sehen, wie wir durch Hülfe derselben, Conslructionen, 
die sich aufgegebene Kreise beziehen, rmmittelhar auf die Fälle, wo Puncte nnd gerade 
Linien an die Stelle von gegebenen Kreisen treten, übertragen, oder wenigstens 
sogleich zeigen können, dafs, und aus welchem Grunde jene Ucbertragung unstatthaft ist. 

170, Wir haben in dem Obigen (16.3) die Symmotral-Pimcle zweier Kreise als die- Fig. 47' 48- 
jcnigen beiden Ptincle bezeichnet. In welchen alle gerade Linien, welche durch die End- 
Puncte irgend zweier beliebiger paralleler Radion gehen, sieb vereinigen- Wenn wir, um- 
gekehrt, durch einen der beiden Symmelral-Puncte irgend eine gerade Linie ziehen, welche 
die gegebenen Kreise schneidet, so werden durch die Dnrchschniile auf dem einen Kreise 
xwei Radien bestimmt, die den durch die Durchschnitte mit dem andern Kreise bestimmten 
Kadlen parallel sind. Es sind CM und ■//*, so wie CM' und y/i' imter sich parallel. 

Eine unmittelbare -Folgerung aus dem Parallelismus jener Radien ist, dafs auch die 
Tangenten in M und n, so wie die Tangenten in M' und n' unier sich parallel sind, 
nnd dafs mithin die durch jene beliebige, durch einen der Symmetral-Pnncte gezogene, 
gcradeLinieaufbeidenKreiscn bestImmtenÄbschnitte gleiche Winkel fassen, woraus 
denn weiter folgt, dafs die Flächen beider Kreise in demselben Verhältnisse getheilt werden. 

jyi. Bei denselben Voraussetzungen als eben, sind offenbar die VVinkel CMM', 
Cil'M, yftfi nnd y,u[i alle vier einander gleich, Wenn wir daher zwei von den durch die 
Puncte M, M', /( und ^' bestimmten vier Radien, welche nicht nnter einander parallel 
sind, und nicht demselben Kreise angehören, (wir wollen die Radien CM' und y/t neh- 
men) bis zu ilirem Durchschnitte K verlängern, so steht dieser glclcbwelt von den End- 
Pnncten jener beiden Radien, von M' und fi ab. Wir können daher aus diesem Durch- 
schnitte K als Mittelpunct einen Kreis beschreiben, der durch jene beiden Puncte geht, 
nnd dieser Kreis berührt die beiden gegebenen Kreise nnd zwar, wie aus der 
Construction ersichtlich ist, gleichnamig wenn die schneidende gerade Linie durch den , 
äufsern, ungleichnamig, wenn sie durch den Innern Symrticlral-Puncl geht. Dem ersten 
Falle entspricht die 47. Figur, dem zweiten die 43, Figur. 
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Wenity umgekehrt, irgend ein dritter Kreis zwei gegebene berührt, so geht die ge- 
■ rade Linie, welche die beiden Berührungs-Puncte verbindet, je nachdem die Berüh- 
rungen gleichnamig oder ungleichnamig sind, durch den dufsern oder innern Symme- 
iral-Punct. 

Wir bemerken beÜHufig, dafs der letzte Salz ein besonderer Fall des allgemeinen 
Satzes der l64- Nui 



172* Da die beiden gegebenen Kreise In den Punctcn IVl und fi, so wie in den Pnnc- 
ten M' nnd |it TOn demselben Kreise berührt werden, so folgt aus der Theorie jdes Chor- 
dal-Punctes, dafs die gemeinschaftlichen Tangenten in den eben paarweise zusammenge- 
stellten Puncten, sich auf der Chordalen der beiden gegebenen Kreise schneiden, nach 
den beziiglicbcn beiden Figuren in P und p. Also: 

Wenn wir durch einen der beiden Symmetral-Puncte zfveier gegebenen Kreise eine 
beliebige gerade Linie ziehen, tvelche diesen Kreisen begegnet, so schneiden sich von 
den der Tangenten in den vier Durchschnitts- Puncten diejenigen, welche nicht demsel- 
ben Kreise angehören und nicht parallel sind, auf der Chordalen beider Kreise. 

173. Wenn wir femer die Durchschnitte der beiden Tangenten jedes der beiden ge- 
gebenen Kreise, oder, mit andern Worten, die Pole der, durch einen der Symmetral- 
Puncte gebenden, geraden Linie bi?trachlcn, so ist ersicbtlicb, dafs diejenigen geraden 
Linien, welche diese Puncte IN und c mit den Mittelpnncfen der bezüglichen Kreise C 
und j- verbinden, parallel sind nnd iiberdiefs sich verhalten, wie die Radien der beiden 
Kreise, woraus denn weiter folgt, dafs jene Pnncfe N und v mit dem Symmetral-Puncte 
S oder (T in gerader Linie liegen. Man überzeugt sieb leicht, dafs auch dann, wenn die 
durch einen der Symmetral-Puncte gezogene gerade Linie die gegebenen Kreise nicht 
schneidet, die Pole dieser Linie auf den beiden Kreisen mit dem Symmetral-Puncte im- 
mer noch in gerader Linie liegen. Also: 

Wenn wir durch einen der beiden Symmetral-Puncte zweier Kreise irgend eine 
gerade Linie legen, so liegen die, in Beziehung auf beide Kreise genommene , Pole der- 
selben in gerader Linie mit dem Symmetral-Puncte. 

l~!k- Bringen wir die Resultate der beiden letzten Nummern in "Verbindung, so ha- 
ben wir folgenden Salz: 

Wenn man durch einen der beiden Symmetral-Puncte zweier Kreise eine, densel- 
ben begegnende, gerade Linie zieht, so bilden die, durch die vier Durchschnitte be- 
stimmten, Tangenten, genugsam verlängert, ein Parallelogramm, welches eine constante 
gerade Linie, nemlich die Chordale der beiden Kreise, zu einer Diagonalen hat, und 
dessen andere Diagonale immer durch den Symmclral-Punct gehl. 



175. W^cnn wir eine gerade Linie sich um einen der beiden Symmelral-Pnnct zweier 
gegebenen Kreise drehen lassen, so beschreibt der Pol derselben in Beziehung auf je- 
den jener Kreise eine gerade Linie. W^ir erhallen also zwei solcher gerader Linien, die 
Polaren des Symmetral-Pnnctes auf den beiden gegebenen Kreisen, deren allge- 
meine Gleichungen wir hier zunächst entwickeln wollen. Seyen zu diesem Ende; 
(y-B)'-f-(x— A)' ^ RS 

die Gleichungen der beiden gegebenen Kreise, alsdann ist: 

Cy'-«)(y-ffl-K'''^)C»— ») - t', 
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die Gleichung cler Polaren des Panctes (y, x') auf dem zweiten Kreise. Nehmen wir für 
diesen Punct den Symmetral-Punct der beiden Kreise, so ist 
^ pB + R/? ^ pA+R« 

^ e + R ' e + R ' 

wo wir das negative Zeichen auf den äufscm, das positive auf den innern Symmelral-Panct 
bezichen müssen; nach einer einfachen Pvedaction wird hiernach die Gleichung ohigcr Po- 
laren folgende : 

(B-ßXy-ß)•^-{A-c.){x-<r) = (.((.+R)._ (0 

Für die Gleichung der Polaren auf dem ersten Kreise finden wir nach hlofscr Biichstahen- 
Vertanschung : 

(^__B}Cy-B)-f-f«-A)(s-A) = R(R+p). C^) 

Legen wir den Anfangs -Punct der CoordlnaLcn in dem Miltelpnncle des zweiten 
Kreises, setzen also a und ß gleich Null, so gehen die letzten beiden Gleichungen in fol- 
gende beide über: 

By 4- Ax = e(e + R), (3) 

B(y_E)^A(s-A) =.-R(R+p). (,) 

17Ö. Legen wir die erste Axe durch die Mittelpuncte der beiden gegebenen Kreise, 
so hckommen wir für die Gleichungen der in Rede stehenden beiden Polaren folgende: 

(*-»)('-») - Kf+B). ,,, 

(«-A)(x-A)=R(U+|,). ^ '■'' 

Unterscheiden wir nun ferner das durch die erste dieser Gleichungen bestimmte x durch 
einen, das darch die zweite Gleichung bestimmte x durch zwei Accenle, so erhallen wir 
durch Abziehen dieser Gleichungen: 

(A— «)(x'4.x") = p=— «=— (R^— A=). 
Wenn wir also die Chotdalc der beiden gegebenen Kreise zur zweiten Axc nehmen, 
so kommt: 

x' + x" = o. 
Die ai^ zweien Kreisen genommenen Polaren jedes ihrer beiden Symmetral-Puncie 
stehen gleichweit von der Chordalen ab. 

Hierin Hegt der dirccte Beweis des früher schon (99) bemerkten Satzes , dafs die Chor- 
dale zweier Kreise die gemeinschaftlichen Tangenten derselben halbirt. Es ergibt sich 
terner hieraus unmittelbar folgender Salz : 

Die Pole jeder geraden Linie, die darch einen der beiden Symmetral-Puncte zweier 
gegebenen Kreise geht , in Beziehung aiif diese Kreise genommen^ stehen gleichiveit von 
der Chordalen derselben ab. 

177, Lösen wir eine der beiden Gleichungen (5), etwa die erstere, in die beiden ein- 
zelnen Gleichungen auf, welche dieselbe enthält, so kommt: 
(A_«)(x_«) = j,(p_E), 
(A-«){x-«) = <.(pH-R). 
Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, nachdem wir zuvor die beiden s: 
durch Acccnte unterschieden haben, so ergibt sich: 
. „ 2R(J 

^-^ = ^v=:r' 

Abgesehn vom Zeichen ändert dieser Werth von x'~x" sich nicht, wenn wir die. Con- 
stanten der beiden Kreis - Gleichungen mit einander vertauschen. Hieraus ergibt sich fol- 
gender Satz, den wir auch unmittelbar aas der vorigen Nummer hätten herleiten können. 
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Die beiden Polaren des iimern und äufsern Symmetral-Puncles stehen auf jedem 
der beiden Kreise gleichivcit fon einander ab. 



178- Durch Umkehrung erhalten wir ans der 173. Nummer folgenden Satz; 

Wenn man von irgend einem Pancte der Chordalen zweier gegebener Kreise an ji:- 
den derselben eine Tangente zieht, so liegen die beiden Jßerührungs-Puncte mit einem 
der beiden Symmetral - Puncte in gerader Linie. 
Fig. f(9. Da üLerdiefs die von einen bclielilgem Puncte' der Chordalen zweier gegebenen Kreise 

an dieselben gezogenen Tangenten einander gleich nnd Radien eines Kreises sind, der die 
gegebenen rechlwinklig schneidet, so haben wir folgenden Satz: 

Wenn irgend zivei gegebene Kreise von einem dritten Kreise unter reeJden Winkeln 
geschnitten werden, so sind die vier Durchschnitte {M, /i', IT und v) die Winkel-Pancte 
eines Vierecks, dessen gegenüberliegende Seiten sich bei gehöriger Verlängerung in den 
beiden Symmetral-Puncten (S und a) sehneiden. 

Fig.50.3l,52. 179. Wir wollen die vier DurchschnlUe einer beliebigen geraden Linie mit zweien 
gegebenen Kreisen, durch deren änfscrn oder Innern Symmetral -Punct diese Linie geht, 
durch ^, /t', M und M' bezeichnen, so dafs sich die griechischen und lateinischen Buch- 
staben auf denselben Kreis beziehen, und dann wiederum dafs den beiden accerituirttn, 
wie den beiden nicht acccnluirten , Unchstaben solche Puncte entsprechen, in denen die 
Tangenten unter einander parallel sind. Wenn wir bei dieser Bezeichnung durch M und /*', 
oder durch M' und ;^ irgend einen Lellebigcn Kreis legen, so schneidet dieser Kreis 
die beiden gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln. Denn diese Winkel 
sind offenbar gleich der Summe oder dem Unterschiede derjenigen gleichen W^Inkel, un- 
ter welchen die gegebenen Kreise von der, durch einen der Synimetral-Puncte gehenden 
geraden Jjinie geschnitten werden, und derjenigen, wiederum gleichen, Winkel, welche 
jene gerade Linie auf dem dritten Kreise bestimmt. In den Constructioncn der 50— S2. 
Figur geht der schneidende Kreis durch M' nnd ft, es ist; 
RSl'iM— QM'M ^ i Q/i/i'—yfiii; 

ftSI'Q 9 \ c/«; 
wobei wir die bezeichneten Winkel zweier Kreisbogen, wie bekannt, durch Tangenten 
bestimmen. 

Der dritte Kreis schneidet die beiden gegebenen aufser in den Puncten M' und /i noch 
in zwei Puncten N und v. Die in diesen Durchschnitten entstehenden Winkel sind eben- 
falls gleich, woraus denn, wenn wie die eben angewendete Schlnfs-W^eise geradezu um- 
Icehren, folgt, dafs jene beiden Puncte N und v mit dem Symmetral - Puncte in gerader 
Linie liegen. Also: 

Wenn tvir durch einen der beiden Symmetral -Puncte zweier gegebenen Kreise eine 
gerade Linie legen, welche die beiden gegebenen Kreise schneidet, und wir nehmen 
solche zdpei Durchschnitts -Puncte, die nicht auf demselben Kreise liegen, und in denen 
die Tangenten einander nicht parallel sind, so schneidet Jeder beliebige Kreis, der 
durch diese beiden Puncte geht, die beiden gegebenen unter gleichen Winkeln. Diejenige 
gerade Linie, welche durch die übrigen beiden Durchschnitte dieses Kreises mit den bei- 
den gegebenen geht, geht auch durch den Symmetral-Punct. 

Wenn, umgekehrt, zwei gegebene Kreise von einem, dritten unter gleichen Winkeln 
geschnitten werden, so lassen sich durch die vier Durchschnitte zwei gerade Linie» le- 
gen, die sich in einem der beiden Symmetral ■ Puncte vereinigen. 
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180. Da die Puncto N und v, die der sclinddende Kreis, welcher dnrcli M' und /t 
gellt, anrserdeiii noch auf den beiden gegebenen Kreisen bestimmt, mit dem Symmetral- 
Punctc in gerader Linie Hegen, so folgt durch Umkchrung, dafs ein Kreis, der durch M', ^e 
nnd durch denPnnct N geht, der auf dem einen der beiden gegebenen Kreise liegt, zugleich 
auch durch einen vierten Punct v geht, der auf dem andern Kreise dnrch eine gerade 
Linie bestimmt wird, die den Punct N mit dem Symmetral-Puncte verbindet. Hieraus 
folgt folgender Satz : 

Wenn mr durch einen der beiden Symmetral-Puncte ztveier gegebenen Kreise Z0ei 
gerade Linien ziehen, tvelche diese beiden Kreise schneiden, so können ivir durch zwei 
Uurchschniite der einen und durch zwei Durchschnitte der andern geraden Lime, die 
nicht auf demselben Kreise liegen, und in denen die Tangenten unter sich nicht parallel 
sind, einen Kreis legen. Solcher Kreise erhalten ivir vier, von welchen Jeder die beiden 
gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln schneidet. 

181. An die letzte Nnmmer schlicfsen sich die nächstfolgenden Entwicklungen an. 
Scyen : 

die Gleichungen zweier gegebenen Kreise: wir wollen in Beziehung auf den ersten 
dieser Kreise den geometrischen Ort für die zugeordneten Pole aller 
Pnnete, die auf dem Umfange des zweiten Kreises liegen, bestimmen. 
Die Coordinatcn irgend eines dieser Pnnete seyen y' und x', alsdann ist die Gleichung der 
Polaren dieses Punctcs auf dem ersten Kreise: 

y/-f-xx'=:R% (3) 

und der zugeordnete Pol liegt in dem Durchschnitte dieser Polaren mit derjenigen gera- 
den Linie, welche den Punct (y, x) mit dem Mittelpuncte des ersten Kreises, den wir 
zum Anfangs - Puncto der Coordinaten genommen haben, verbindet. Die Gleichung dieser 
geraden Linie ist : 

yx' — y X = o , (4) 

"Wenn die beiden Gleichungen (3) und (t) znglelch Statt linden sollen, so bezeichnet 
(y, x) einen bestimmten Punct, den gesuchten Pol. Wir können die Werthe der Coor- 
dinatcn dieses Punctes eliminiTen, wir können aber auch umgekehrt die Coordinaten des 
Punctes {y',x') durch die Coordinaten des Punctes (y,x) ausdrucken. Auf diese Weise 
kommt : 

W^enn nicht der Punct (y',x7 selbst, sondern blofs eine Cnrve gegeben ist, auf der sich 
derselbe befindet, und wir also blofs eine Gleichung zwischen y' und x' haben, während 
wir diese Coordinaten als veränderliche Grüfsen betrachten müssen, so erhalten wir ver- 
mittelst der letzten Leiden Gleichungen (5) ebenfalls eine Beziehung zivischen y und x, 
d. h. einen Ort für den gesuchten Poh Wir haben hei unserer Annahme: 

(y'-^r + (s'-«)^ = 9% 

wo y' und x' veränderliche Gröfsen bezeichnen, so dafs diese Gleichung identisch ist mit 
der Gleichung des zweiten gegebenen Kreises. Substituiren wir nun für y und x' die 
eben gefundenen Werthe in y und x, so ergibt sich; 



(,-^.-«-*(.-^-"^' 
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für den gesuchten Ort der Pole. Entwickeln wir, so erhalten wir aus der letzten Glei- 
chung folgende : 

also die Gleichung eines Kreises, der wir, durch eine gewöhnliche Umfürmung, indem 
wir Zugleich der Kürze halber: 

setzen, folgende Gestalt geben können: 

"Weil die Gleichungen (3) und (4) in Beziehung auf die acccntnirten und nicht accen- 
tuirlen Coordinaten symmetrisch sind, so ist auch die Beziehung der darch die Gleichun- 
gen (2) und (X) dargesellten Kreise zu einander reciprofe, d, h. als geometrischen Ort füi" 
die zugeordneten Pole aller Puncte, die anf dem letzthezeichncten Kreise liegen, erhalten 
wir den Kreis (2). Diese beiden Kreise können wir ganz füglich, rtichsichtlich des ersten 
Kreises, zugeordnete Kreise nennen 

Wir wollen den durch die Gleichung Q) dargestellten Kreis noch genauer betrach- 
ten. Es folgt ans den Gleichungen (.6) für die Voraussetzung, dafs der Punct (y,x) auf 
dem Umfange des Kreises (l) liegt: 

x = X, y = y, 
d. h. die Punctc Cy,s) und (y',x') fallen zusammen, der gesuchte Kreis geht also durch die 
Durchschnitte der beiden gegebenen Kreise. Es haben überhaupt die drei Kreise eine 
gemeinschaftliche Chordale. Dieses allgemeinere Resultat können wir nicht 
aus den eben angezogenen Glcicbnngen (5), wenigstens nicht, ohne imaginäre Aus- 
drücke zu Hülfe zu nehmen, herleiten. Wir überzeugen nns hiervon indefs sogleich, in- 
dem wir von der Gleichung (l) nach einander die Gleichungen (2) und (7) abziehen. Die 
resultirende Gleichung der Chordalen ist in beiden Fällen ein und dieselbe Gleichung, 
nemlich : 

2ßy+3ax = R'+y. (s) 

"Wenn wir ferner die beiden Gleichungen (2) und (7) mit einander rergleichen, und, 
der Kürze halber, die letztgenannte folgender maafsen schreiben: 

so finden wir sogleich : 

h _ a ^ r 

und hieraus ergibt sich ; 

hp + |5r= o, apTar = o; 
mithin Ist auch, wenn wir durch (p+r) dlvidiren; 

bp + (3r __ ap + c<r_ 

Q+r ' p+r * 

d. h. der Afifiings -Punct der Coordinaten, oder der MIttelpunct des ersten der beiden 
gegebenen Kreise, ist entweder der äufsere oder innere Symmetral-P unct der 
in Beziehung auf diesen Kreis, conjugirtcn beiden andern Kreise (2) und (7). 

182. Die Gleichung (7) kann in eine lineare Gleichung übergehen, was nemlich 
dann geschieht , wenn zwischen den Constanten des zweiten gegebenen Kreises folgende 
Bedlngungs - Gleichung : 
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Statt findet. Diefs ist sogleich ersichtlich, wenn wir zur Gleichnng (6) znrlickgchcn , die 
sich bei dieser Annahme, indem wir noch darch R^ dividiren, auf folgende reducirt: 

2/?y-f-2«x = ß% (lo) 

und alsdann die Chordalc der beiden gegebenen Kreise (l) nnd (2) bezeichnet. Obiger 
Bedingangs- Gleichung entspricht aber der Fall, dafs der zweite Kreis durch den Mittel- 
-punct des ersten Kreises geht. Wenn wir, umgekehrt, von der Gleichung (10), die wir 
nnr als eine Modification der Gleichung (7) zu betrachten haben, ausgegangen wären, und 
den Ort für die Pole aller Punctc derselben anf dem ersten gegebenen Kreis gesucht hal- 
ten, so würden wir als Resultate die Gleichung ('i) gefunden haben. 

183. Wenn wir nochmals die Gleichung (7) ansehen, so ergibt sich, dafs der darch 
dieselbe dargestellte Ort immer einen reellen Kreis oder ausnahmsweise eine gerade Linie 
darstellt; und diefs bewährt sieb auch für den Fall noch, dafs der Radius des ersten Kreises 
imaginär d. b. R^ negativ wird. Hieraus ziehen wir durch ümkehrung den Schliifs , dafs 
einer derjenigen Kreise , in Beziehung auf welche zwei gegebene Kreise (2) und (9) zuge- 
ordnete sind, imaginär werden kann. Wir können diese Kreise, deren es im Allgemei- 
nen zwei gibt, leicht construiren, denn nach dem Obigen liegen die Miltelpuncte dersel- 
hen in den Symmetral-Punctcn der beiden gegebenen Kreise, und sie haben mit diesen 
dieselbe Chordalc. Aus der hierdurch angedeuteten Construction *) lassen sich die Fälle 
herleiten, für welche einer der in Rede stehenden Kreise imaginär wird. Wir ziehen in- 
defs vor, zn den frühern Gleichungen zurückzukehren, und setzen, der Kürze halber: ß 
mithin auch h gleich Null, alsdann gibt die Gleichung (6) folgende Bedingungs- Gleichung 
für die Realität von Rt 

Sax — «'-f-(i'>o, 
wo X der gern eins chaftl leben Chordalen entspricht. Zur Bestimmung des W^erthes von x 
wollen wir von der Chordalen der beiden Kreise (2) und (9), die wir nun als ursprünglich 
gegeben betrachten, ausgehen nnd diese Chordale vermittelst der Polaren des (äiifsern 
oder innern) Symmetral -Punctes dieser Kreise, welcher unser Anfangs -Panct der Coor- 
dlaatcn ist, constrairen. Für die Gleichungen dieser Polaren haben wir nemlich: 

— « X = p* — «^ , 

— ax = r* — a'; 

folglich erhalten wir nach der 176. Nummer für die Gleichung der Chordalen: 

2a 2a 

und hiernach geht obige Bedingungs - Gleichung für die Realität von R in folgende über, 

— Ca=-r') > 0. 



*) Wenn ein Kreis unil eine denselben niclil schneidende gerade Linie gegeben sind nnd über- 
diefs noch ein Punct, der auf derjenigea geraden Liuie Hegt, welche durch den Mittelpunct 
des gegebenen Kreises geht und senkrecht auf der gegebenen geraden Linie ist, so können 
wir auf verschiedene Weise aus dem gegebenen Puncie, als Mittelpuncte, einen Kreis beschrei- 
ben, der mit dem gegebenen Kreise die gegebene gerade Linie znr Chordalen hat. Es bie- 
tet sieh uns z. B. sogleich folgende Construction dar: 

Man beschreibe aus irgend eiuem Puncto der gegebenen geraden Linie, als Mittelpunctes 
rinen Kreis, der den gegebenen unter rechten Winkeln schneidet, und wiederum aus dem ge- 
gebenen Puncte, als Mittelpuncte, einen Kreis, der den eben construirten rechtwinklig schnei- 
det. Dieser letzte Kreis ist der £ 
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Bei der laterprciation tHeser Gleichung müssen wir die teidcn Fälle iinterscheiclen, 
wo « und a von gleichem oder entgcgengesctitem Zeichen sind; dem ersten Falle ent- 
spricht, daCs der Anfangs - Punct der Coordinaten im äufsern, dem zweiten Falle, dafs er 
im inncrn Symractral-PuncLe Hegt. Im erstem Falle wird R, und also der bezügliche 
Kreis imaginär, wenn r^ grüfscr ist als a', d. h. wenn der äiifserc Symmctral-Punct in- 
nerhalh des Kreises (9) fällt, oder wenn die gegebenen Kreise in einander liegen. Die Grän- 
ze der Realität ist, daCs diese Kreise sieb innerhalb berühren. Wenn wir den andern 
Fall nehmen, wo «und a entgegengesetzte Zeichen haben, und wir also denjenigen Kreis 
betrachten, der aus dem innern Symmetral-Punctc als Mittelpuncte Leschricbon wird, so 
wird dieser Kreis imaginär, wenn, umgekehrt, a' gröfscr ist als r^, d. h. wenn jener Sym- 
metral-Pnnct (derjenige welcher zwischen die Mittclpnncte der beiden gegebenen Kreise 
p; gg fällt) anrscrhalb Hegt. Die aofsere Berührung entspricht der Gränze der Realität. Wenn 
die beiden gegebenen Kreise sich schneiden, so gibt es immer zwei reelle Kreise, für 
welche die gegebenen zngeordnete Kreise sind; auf diesen Fall bezieht sich die Construc- 
tion, in der die beiden In Rede stehenden Kreise C und C stärker als die beiden gege- 
benen c nnd ;- gebalten sind. 

184. Wir können die Resultate der letzten Nummern in Folgendem zusammenfassen: 
Wenn irgend ein Kreis gegeben und irgend ein zweiter Kreis beliebig angenommen 
mrd, so befinden sich die zugeordneten Pole aller Puncte, die auf dem Umfange des 
letztem liegen, auf dem Umfange eines dritten Kreises, Alle drei Kreise haben dieselbe 
Chordale und der Mittelpunct des ersten ist einer der Symmelral- Puncte der beiden 
übrigen, der beiden conjugirten. Kreise. Wenn der beliebig angenommene Kreis durch 
den MiUelpunet des gegebenen geht, so geht der dritte Kreis in eine gerade Linie, der 
Oiordale der beiden erstem, über, und, umgekeiirt, die zugeordneten Pole aller Puncte 
eiitfir beliebig angenommenen geraden Linie liegen auf dem Umfange eines Kreises , der 
durch den Mittelpunct des gegebenen geht. Ferner, wenn zwei beliebige Kreise gegeben 
sind, so gibt es zwei andere Kreise, für welche die gegebenen conjugirte Kreise sind, 
je nachdem die beiden gegebenen sich schneiden, berühren, oder lieinen Punct gemein- 
schaftlich haben, sind diese Kreise beide reell, einer derselben geht in einen Punct über, 
oder wird imaginär. 

1Ö5. Wenn wir drei Kreise zusammenstellen, so kiirmen wir für je zwei derselben 
diejenigen beiden Kreise construiren, für welche sie zugeordnete Kreise sind. Auf diese 
Welse erhalten wir im Allgemeinen solcher Kreise sechs, von denen drei die äufsern, 
drei die innern Symmetral - Puncte der gegebenen Kreise zu Mittelpuncten haben; jene 
drei erstem, so wie je zwei der letztem und einer der erstem drei haben unter 
sich dieselbe Chordale, und alle diese Chordalen, deren es vier gibt, geben 
durch den Chordal-Punct der drei gegebenen Kreise, um diefs zu zeigen, 
wollen wir nur den ersten Fall hervorheben. Bezeichnen wir, der Kürze halber, die drei 
gegebenen Kreise durch y, c und C nnd die aus den äufsern Symmetral-Pnnclen von 
G und c, C und y und von c und y beschriebenen Kreise durch S, S' und S", so haben 
nach der obigen Bestimmung dieser Kreise, von den in folgendem Schema: 

C, c, S; C, y, S'; c, y, S"; 

jedesmalig zusammengestellten drei Kreisen je zwei dieselbe Chordale; es fallen also auch 
die Chorda! -Puncte der drei gegebenen Kreise y, c und C und der Kreise S, S' nnd 
S" zusammen. Da nun ferner die MJltelpnncte der ietztgenannlcn Kreise in gerader 
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Linie liegen, so fallen notliwenAig die Cliordalen je zweier tlcrsclten zusammen, denn 
einerseits sind diese Linien unter einander parallel, und andrerseits geht jede derselben 
dinxli einen nicht unendlich weit entlernt liegenden Punct, nemlich durch den Chordal- 
Vunct der drei gegebenen Kreise. 

Da die Chordale der drei Kreise S, S' und S" auf der äuCsern Symmetralcn sentrecht 
steht, und durch den Chordal-Punct der drei gegehcnen Kreise geht, so ist sie nach der 
167. Nnmmer, keine andere als die gerade Linie, v.'clche die Mittelpnncte derjenigen Lei- 
den Berührungs- Kreise enthalt, die die gegehcnen Kreise alle drei auf gleiche Weise lie- 
rlihren. Hierdurch ist eine neue Modification für die Construction des Problems der 
Tactionen angedeutet, da wir jene, die Mittelpnncte der gesuchten Berührnngs -Kreise 
enthaltenden, geraden Linien , nun auch ohne Construction von Chordal-Puncten, bestim- 
men können. In der 54. Figur z. B. sind y, c und C die zu berührenden Kreise; aus S, Fig. 5^. 
dem äufseni Symraetral-Puncle von C und c, ist ein Kreis beschrieben, der durch die 
Uarcbschnitte dieser Kreise gehl, und ebenso ein entsprechender Kreis aus S', dem au- 
fsern Symmetral - Punct e von C und y. Die beiden so beschriebenen Kreise schneiden 
sich nach der Figur in A nnd B; durch diese beiden PunctG geht diejenige gesuchte ge- 
rade Linie, ■welche die MIttelpuncte zweier Berührungs-Kreise enthalt. 

186. Die folgenden Entwicklungen schHefsen sich ebenfalls an die Theorie der Sym- flg, r,^. 56. 
mctral - P miete an. Wir wollen nemlich zunächst den Ort derjenigen Puncte suchen, von 
denen aus zwei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln gesehen werden, 
so dafs also die beiden von einem dieser Puncte an jeden dieser Kreise gezogenen Tan?- 
gentcn unter sich gleiche Winkel bilden. Seyen: 

(j.™b)=-Hx-a)'=r=, _ . W _ 

die Gleichungen der beiden gegebenen Kreise und y' und x' die Coordlnaten eines Pnnc- 
Ics, den wir beliebig aufserhalb dieser beiden Kreise annehmen wollen. Ziehen wir als- 
dann von diesem Puncte Tangenten an den ersten Kreis, nnd bezeichnen den von ihnen 
eingeschlossenen Winkel durch 2io, so haben wir offenbar, wenn wir gleich die tjna- 
dratischen Ausdrücke nehmen; 

(3) 



Für den zweiten Kreis finden wir einen entsprechenden Aosdrnck: 



W 



wenn wir hier den von den Tangenten eingeschlossenen Winkel 1(4 nennen. Vermittelst 
der letzten Gleichungen können wir, wenn die Coordlnaten y' und x' gegeben sind, die 
W^inkel m und w' bestimmen; sind umgekehrt diese Winkel gegeben, so sind diese Glei- 
chungen Bedingungs - Gleichungen zwischen y' und x', die hqt nun auch als veränderliche Grö- 
fsen betrachten können. Die auf dlcseW^eise beseichneten Oerter sind, wie-dle Form ihrer 
Gleiclmngen zeigt, zwei Kreise , die mit den gegebenen beiden concentriscb sind; von allen 
Puncten derselben erscheinen die bezüglichen gegebenen Kreise unter den gegebenen W^in. 
kein. Jede Beziehung ferner zwischen den beiden Winkeln oj nnd co', oder Ihren trigono- 
metrischen Functionen, führt uns wiederum zu einer Gleichung zwischen y' und x'. Se- 
tzen wir jene Winkel, mithin auch ihre Sinus einander gleich, so geben uns, bei Hinweg- 
iassung der Accente, die letzten beiden Gleichungen (3) und Ö) folgenden Ort: 
?'((y-h)^-H(s-a)^) = r^({y_5)^^^s-«J^), (5) 
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mithin die Gleichung eines neuen Kreises, den wir nun näher bestimmen wollen. 
Wir sehen sogleich, dafs wir dieselbe Gleichung (5) erhalten hätten, wenn wir die Glei- 
chungen der beiden gegebenen Kreise, nachdem die erste derselben mit r', die zwcile 
mit p^ mnltiplicirt worden, von einander abgezogen hätten. Es folgt hlerans, daCs der 
dnrch (5) dargestellte Kreis mit den beiden gegebenen Kreisen dieselbe Cbordalo lijiL. 

Wir sehen ferner, dafs, wenn p und r gleich sind, die Gleichung (5) in die Gleichung 
einer geraden Linie, der Chordalcn der beiden gegebenen Kreise, übergeht. 

Wenn wir entwickeln, so erhallen wir aus (5); 

£^b-if^ ^ ,._ .P'^-r'« ^ ^ r-(^M...^)-pXb-+a-) ^^^ 

^'~r . . . ^'~'^^ . ^'t''' 

imd wenn wir den ersten Thcil dieser Gleichung zu zwei vollständigen Quadraten ergän- 
zen, kommt: 

Zugleich zeigt die Form dieser Gleichung, dafs der hezüglicbe Kreis immer reell bleibt. 

Setzen wir, für einen Augenblick, zum Behuf der Constrnction dieses Kreises, j5 und b 

gleich Null, so verschwindet aiicb die Mittelpnncts-Ordinate dieses Kreises, d. h. der 

Mittelpunct desselben liegt auf der Centralen der beiden gegebenen Kreise. Setzen wir 

zugleich a gleich Null , so geht die Gleichung dieses Kreises, was unmittelbar aits ^6) folgt, 

in folgende über : 

j-^+x=_2-£!l^x+ 4^ = 0, 

f f~ 

und wenn wir nun ferner in dieser Gleichung y gleich Null nehmen, so geben uns die 

Wurzeln der resultirenden Gleichung : 

die Durchschnitte des besagten Kreises mit der Central - Linie der beiden gegebenen Kreise, 
welche wir zur ersten Ase genommen haben. Wir erkennen sogleich, dafs 

die W^urzeln dieser Gleichung sind; denn die Summe dieser beiden Wurzeln gibt den 
Coefficlenten der ersten Potenz von x, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, und 
ihr Product das constante Glied. Jene Werthe von x entsprechen aber den beiden Sym- 
metral-Puncten der gegebenen Kreise: der zu bestimmende Kreis ist also über den Ab- 
stand dieser beiden Puncto als Durchmesser zu beschreiben. 

Flg, 56. 187. Wenn die beiden gegebenen Kreise sich schneiden, so fällt ein Bogen des eben 

bestimmten Kreises innerhalb derselben; wenn einer der gegebenen Kreise von dem an- 
dern ganz umschlossen wird, so liegt der besagte Kreis ganz innerhalb. Im erstem Falle 
lassen sich nicht von allen. Im letztem Falle von keinem, Puncte desselben Tangenten 
an die gegebenen Kreise ziehen; für jeden beliebigen Punct desselben, (y'j x'), besteht 
indefs die Gleichung: 

0^ ^ r^ 

_ (y_^=-f.(s_«)^ (y'_b)'-H(x-a)^' 

nur dafs die beiden Theile derselben eine andere geometrische Interpretation erhalten, 

wenn der Punct (y',x') Innerhalb der beiden gegebenen Kreise liegt, als wenn er au- 

fscrhalb derselben sich befindet. Im iMlgemeinen bedeutet diese Gleichung, dafs die 
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Quatlrate der Radien der beiden gegebenen Kreise sich wie die Qoadrate der Abstände 
jedes, Lelicbig auf dem Umfange des eben bestimmten dritten Kreises angenommenen 
Punctes Cy')''') '^on den Miltclpunclen der gegebenen Kreise verhalten. Hieraus folgt 
denn, dafs die Flachen dieser letztem in demselben Yerhällnisse gclheilt (oder erweitert) 
irerden, wenn man aus den beiden Mittclpnncten concentrische Kreise beschreibt, die 
dnrch denselben, beliebigen Punct auf dem Umfange desjenigen Kreises gehen, der ober 
dem Abstände der Symmetral-Panctc der beiden gegebenen Kreise als Durchmesser be- 
schrieben werden kann. 

Wenn der Punct (y',x') innerhalb des ersten Kreises liegt, wie in der 56. Figur der 
Punct M in Beziehung auf den Kreis y, nnd wir constrairen den Pol dieses Punctes, der 
in f( fallt, so ist, wenn wir, um kurz zu seyn, gleich auf die Figur \ 



wo wir durch 2a) den Winkel bezeichnen, welche die beiden von ^, dem Pole des Pnne- 
tes (y'ix'} an den ersten Kreis gezogenen Tangenten mit einander bilden. Da wir für den 
entsprechenden Ausdruck riicksichtllch des zweiten Kreises einen durchaus gleichgebildctcn 
Ausdruck erhalten, so haben wir folgende Ergänzung des in dem Yorstehendcn enthalte- 
nen Satzes: 

W^enn zwei gegebene Kreise sich schneiden oder ganz in einander liegen, so fallt 
derjenige Kreis, welcher über den Absland der beiden Symmetral - Puncte als Durchmes- 
ser beschrieben wird, zum Theil oder ganz innerhalb der beiden gegebenen Kreise; wenn 
wir alsdann für irgend einen innerhalb liegenden Punct des Umfangcs dieses Krei- 
ses auf den beiden gegebenen Kreisen die zugeordneten Pole suchen, so werden von 
diesen Polen aus die bezüglichen gegebenen Kreise unter gleichen W^in- 
keln gesehen, 

188. Wenn wir ferner drei Kreise znsammcnstellen , so kijnnen wir über die Ab- 
.stände der Symmetral -Piincle je zweier dieser Kreise, als Durchmesser, neue Kreise 
beschreiben, deren Glcichnngcn wir nach den vorigen Nummern sogleich erhalten. Di« 
Gleichung des dritten gegebenen Kreises scy : 

bezeichnen wir alsdann durch 9cö" denjenigen Winkel unter welchem dieser Kreis von ei- 
nem beliebig angenommenem Puncte (y',x') aus gesehen wird, so haben wir, ähnlich wie 
in der 185. Nummer: 

. , „ _ R^ 

Stellen wir endlich für einen Augenblick die Ausdrücke für sm'w, sm^w' und j//i^£o"dnri-h 
A, A und A" dar, so sind, indem wir y' und x' als veränderliche Grofsen betrachten, 

A — A' = , 

A— A" = o, Ce) 

A' — A" = 0, 
die Gleichungen jener drei in Rede stehenden Kreise. Zwei dieser Gleichungen bedingen 
die dritte, d. h. die drei bezüglichen Kreise haben ein nnd dieselbe Chordale; sie schnei- 
den sich also, wenn überhaiipt Durchschnitte Statt finden, in denselben beiden Puncten- 
Die Abstände jedes dieser Puncte von den Mittelpuncten der drei gegebenen Kreise ver- 
halten sich wie die Radien derselben. Liegen diese Puncte anfserbalb, so werden von 
denselben aus die drei gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln gesehen., 

13 * 
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Da femer jcitcr dieser Kreise mit den beiden gegelencn, zu denen er geliört, dieselbe 
Cbordale hat, so gelit ancli die gcmeinscliaflliclie Chordale der Construcllons- Kreise durcli 
den Cliordal-Piinct der drei gegebenen. 

VTemi man aber über den Abständen der innern und äiifsern Symmeiral-Puncte je 
zweier oon drei gegebenen Kreisen als Durchmesser drei neue Kreise beschreibt, so 
haben diese ein und dieselbe Cbordale, und diese geht durch den Chordal-Punct der 
gegebenen Kreise. *) 

Da die Mlttelpnncte solclier Kreise, welche dieselbe Chordalc haben, in gerader Li- 
nie liegen, so ergibt sich noch folgender Sntz: 

Die drei Mitten ztvischen den Abständen der beiden Symmetral-Puncle je ziveicr 
von drei gegebenen Kreise liegen in gerader Linie. 

189- Wir wollen die Gleichung der den drei Constnictions - Kreisen getoeinschaft- 
lichon Chordc suchen; wir Lranchcn zu diesem Ende nur irgend zwei der drei Gleichun- 
gen (8) zu entwickeln und dann von einander abzuziehen. Für die erste dieser Gleichun- 
gen haben wir in dem Obigen folgende gefunden: 

e'— r' e'— r' e^— r^ 

und erhalten hieraus für die zweite derselben, durch Buchstaben -Ycrtauschung auf der 
Stelle folgende Gleichung: 

Nehmen wir fernrr an, dafs der Anfangs -Punct der Coordinaten in dem Chordal- 
Puncte der drei gegebenen Kreise liege, so ist; 

mithin ist; 

b'-4-a' = /9*-i-t:*— (p=— r»), 

und wenn wir für {b'-f-a') und (B^+A^) ihre Wcrthe in die zweiten Theilc der letzten 
beiden Kreis- Gleichungen substituircn, so finden wir nach einer leichten Reduction, dafs 
Leide Theile gleich sind (/JM-«^ — ?')■ üie Chordale der heKÜglichen Kreise geht also, 
dem Frühem gemäfs, durch den Anfangs -Punct der Coordinaten. Ziehen wir nun jene 
beiden Kreis - Gleichungen wirklich von einander ab, so kommt: 

v-p^b-r^ __ p^B-KV \ ^^/ p^a-r^« _ P^A-R'^N ^ ^ ^ 

und wenn wir entwickeln : 

_ p^(a-A )4-r-(A-«)4-R^((,-a) 
y p-(h-E)4-r^(R-/;)-t-l\'(,^-b) ■ "•' 

Diefs ist die Gleichung der in Rede stehenden geraden Linie, wenn wir den Anfiings- 
PiiQct der Coordinaten im Ghordal - Pnncte der drei gegebenen Kreise annehmen. 

190. Zn derselben Gleichung hatten wir auf eine dirccterc ^Veise gelangen können. 
Vergleichen wir nemlich die eben gefundene Gleichung (9) mit der in der iSs. Nummer 
hergeleiteten Gleichung (5) dev geraden Linie, welche die Mittelpuncte derjenigen beiden 
Kreise enthält, von welchen die drei gegebenen gleichnamig berührt werden, so ist offen- 
bar, dafs die letztgenannte Gleichung (5) in die eben entwickelte Gleichung (9) ühcrgeht, 



1 Gcrg. Ann. XI. p. 364. 
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wenn wir ziinÜchst, der letzten Annahme der Coordinaten gemäfs, y* und s' gleich Null 
setzen, nnd dann, statt der Radien t», r und R, die Quadrate derselben nehmen, nnd 
diesem entspricht dieselbe Yerändernng; schon in dem Coefficienlcn von <p in der 
k. Gicichimg der angezogenen I53. Nummer zti machen. Zu Gleichungen von so be- 
stimmter Form wären wir aber gekommen, wenn wir die Kadicn der drei gegebenen 
Kreise, nicht, wie in der angezogenen Nummer geschehen ist, alle drei nni irgend 
ein gleiches Stück, sondern um denselben aliquoten Theil vergröfsert halten. Wenn 
wir nemlich die Radien der drei gegebenen Kreise um den fi. Theil gröfser nehmen, 

und der Kürze halber — — '■— gleich y setzen, so haben wir folgende drei neue Kreis- 
Gleichungen : 

(y— b)'+(x— a)^ = (I-I-t)i-S 

und mithin zar Bestimmung des Chorda] -Pnnctes dieser Kreise, wenn wir, wie in der vo- 
rigen Nummer, den Anfangs - Punct der Coordinaten in den Chordal-Punct der gegebe- 
nen Kreise legen, folgende beide Gleichungen i 

SCb~|3)y-f-2(a— tt)x = (p'— r')^, 

2{ß_j3)y+a(A— «)k = ((.^-R^)<p. 
Durch Elimination von (p erhalten wir die Gleichung (9), die also den geomelrischcn 
Ort der Chordal PunctC aller Systeme dreier Kreise darstellt, die wir dadurch bestim- 
men, dafs wir die Radien der drei gegebenen Kreise in demselben YerhUItnisse 
vcrgröfsern, oder auch, indem wir oben /t negativ nehmen, verkürzen. Auf dieser 
Linie liegen, wovon man sich auch leicht durch Construction überzeugt, die beiden Puncte, 
von denen aus die gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln erscheinen, wenn es über- 
haupt solche Puncte gibt. 

191. Wir wollen hier nicht bei der Gleichung derjenigen Linie verweilen, welche die 
Mitten zwischen den Symmetral-Puncten je zweier der drei gegebenen Kreise enthält. 
Ohne die Rechnung indefs auszuführen, erkennen wir sogleich aus der Anlage derselben, 
indem wir dieselbe mit der Herleitung der Gleichung für die äufsere Symmetrale (166) 
vergleichen, daCs wir, um die besagte Gleichung aus der letztgenannten zu erhalten, wie- 
derum blofs die Radien mit den Quadraten derselben zu vertauschen brauchen, 

192. Eh wir weiter gehen, machen wir noch darauf aufmerksam, dafs die Centrale Fig. 57- 

zweier gegebener Ki-eisc durch die beiden Mittelpuncte und Symmetral - Puncte derselben 
harmonisch getheilt wird. Hiervon überzeugen wir uns sogleich, wenn wir diese Linie 
zur ersten Axe nehmen, und den Anfangs-Punct der Coordlnaten nach einander in die 
Mittelpuncte des ersten und zweiten Kreises {y, C) legen. Alsdann erhalten wir nemlich: 
(la fa ra ra 

v—(j' ^T t — Q r-Hp' 
für die Abstände des äufsern und Innern Symmetral - Pnnctes von den Mittelpuncfen des 
ersten und zweiten Kreises, wenn wir den Abstand dieser Mittelpuncte von einander durch a 
bezeichnen. Nach der bezüglichen Figur sind diefs die Ausdrücke für yS , ya, CS und Co 
und es verhält sich 

yS: CS = jw: aC = p; r, 
wobei wir nur das Zeichen des Ausdruckes für Cff ändern müssen. 
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Hieraus folgt nntcr Andern folgender Satz: Wenn mr über den Abstand 
der Symmetral-Puncie ziveier gegebener Kreise , als Durchmesser , einen neuen Kreis 
beschreiben, und durch irgend einen Pimct auf dem Umfange desselben, etwa durch 
M, und durch die Mittelpuncte der beiden gegebenen Kreise, y und C, zwei gerade Li- 
nien ziehen, so werden die Winkel, welche dieselben mit einander bilden, von denjeni- 
gen geraden Linien, welche von M nach den beiden Symrnelral-Punctcn a und S ge- 
zogen werden können, halbirt, 

(yMff = trMC,- CMS = SMN). *) 
Da, im Falle die gegebenen Kreise sich schneiden, der letztbezeichnete Kreis durch 
die Durchschnitte dersclbrn geht, so künncn wir jeden dieser Dnrchsehnitte für den Pnnct 
nehmen, den wir vorhin ]VI genannt haben. Ziehen wir also von einem dieser Durch- 
schnitte gerade Linien nach den beiden Symmetral-Punctcn, so bilden dieselben unter 
sich einen rechten Winkel und halbircn ttberdiefs diejenigen Winkel, welche in jenem 
Durchschnitte von den, durch die Mittelpuncte der gegebenen Kreise gezogenen, geraden 
Linien gebildet werden. 

193. Um die nachfolgenden Entwicklungen nicht za nnterbreclien , schalten wir gleich 
hier schon die Construction des Problems der Tactionen, die H. Gergonne in der Me- 
moiren von Turin und später in seinen Annalcn, zugleich mit einer neuen Modificalion, 
entwickelt hat.**) Das Characteristische dieser Construction besteht darin, dafs Gergone 
nicht geradezu den Mittelpunct des BcrUhrnngs- Kreises, sondern die Puncte, in welchen 
derselbe die drei gegebenen Kreise berührt, analytisch bestimmt. Auf diese Weise wird 
die zusammengesetztere Construction gewissermaafsen in drei einfachere Constructionen 
zerlegt. Die Construction des ßerührungs-Punctes auf jedem der drei gegebenen Kreise 
ist ganz dieselbe, so daCs es genügt, einen dieser Puncte analytisch zu construiren. Wir 
legen den Anfangs -Punct der Coordinaten in den MiLlelpunct desjenigen Kreises, auf 
dem wir den Berührungs -Punct bestimmen wollen, nehmen aber die llichtuiig der Axen 



) Wenn nemlich die Wiukel, welche zwei gerade Linien mit einander büficn, von zweien an- 
dern geraden Linien halbirt werden, so wird, wie wir früher im ersten Abschnitte hcmei-kC 
haben, jede gerade Linie, welche jenen vier geraden Linien begegnet, von denselben har- 
monisch geschnitten. Die Linien des lektbeieichneten Paares stehen auf einander senkrecht. 
Wenn, umgekehrt, zwei gerade Linien MS und Mff (wir beziehen uns hier auf die Figur des 
Testes) gegeben sind, die auf einander senkrecht sind und einer beliebigen gegebenen gera- 
den Linie in S und a, einem äufsem und innern harmonischen Theilungs -Puncte begegnen, 
so bilden diejenigen geraden Linien, die von M nach den beiden andern Theilungs - Punct eu 
gezogen werden, gleiche Winkel mit jeder der erstgeiogenen. 

Da ferner der Ort des Durchschnittes zweier gerader Linien, die durch zwei feste Puncte, 
S, und a, gehen, nnd sich rechtwinklig schneiden, ein Kreis ist, der über den Absfand die- 
ser festen Puncte als Durchmesser beschrieben werden kann, so erhalten wir denselben geo- 
metrischen Ort, für alle Puncle M, welche die Bedingung erfüllen, dafs, wenn wir von den- 
selben nach dreien festen Pancten y, <j und C gerade Linien ziehen, die zweite derselben 
mit den beiden übrigert gleiche Winkel bildet. Der vierte harmonische Theilungs - Punct 
S findet sich leicht durch Construction. 

") Gerg. Ann. T. VII. 
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beliebig: auf diese Weise kürzen wir die EnlwicWangen ab, ohne dattitrcb der Symmelrie 
derselben Abbrach zu thun. Demnach scyen: 

(y_b)'-l-(x-a)' = rS (,) 

die Gleichungen der drei gegebenen Kreise; vir wollen den Punct suchen, in welchem der 
erste Kreis berührt wird, und zwar von einem solchen Berührungs- Kreise, der keinen 
der gegebenen «mschlicfst. Bei diesen Vorausseizungcn haben wir, indem wir die Mittel- 
piincts-Coordlnaten des letztgenannten Kreises / und x', den Radius desselben <p nennen, 
folgende drei Gleichungen: 

y'^+x'^ = (?+?)% 

(y'-b)^4-[x'— a)' = (r+9)% (») 

(y'-B)'-FCs'-A) = (R-+-7))S 
und diese Gleichungen sind zur Bestimmung der unbekannten Gröfscn: y', s' und f hin- 
reichend. Ziehen wir nach einander die zweite und dritte Gleichung von der ersten ab, 
so kommt: 

2by' -4-2ax' = aH-b'-f-e'-r'-H2(e— r)y, 
2By' -4-2Ax' = A.'-HB'-Hp^— R'+.2Cp— ß)? , 
Gleichungen, die wir zumBehuf späterer Substitutionen folgendermaafsen schreiben können; 
2by'4-2ax'-3(e-r)(9H-ii) = a'-(-L^— (j— r)=, 
2By'-4-2Ax'— 2(p— R)(.y+(.) = A=-f-B^— (p— U)'^ , 
Diese beiden Gleichungen, verbunden mit der ersten der Gleichungen (2), sind die mög- 
lichst einfachen zur Elimination von y , x und f. Statt hier indessen geradezu zu elimi- 
niren, führen wir an die Stelio der Mittclpuncts-Coordinaten die Coordinaten des oben 
bezeichneten Berührungs -Punctes ein und nennen dieselben y und x. Nun haben wir 
aber offenbar: 

Q ' e ' 

und wenn wir diese Werlhe für y' und x in die letzten Gleichungen (3) subsütuircn, kommt: 
2(hy-f-as— p(p— r))(5+(p) = pCa=+b^— (p— r)'), 
2(Gy+Ax-p(p-R))(^+y) = e(A'-f.B^— (p-K)^) , 
und endlich durch Elimination von (p-f-y) : 

by-f-ax-pfp-r) _ By+Ax -p(p— R) 
a=+b'— Cp~r)^ A^-j-B=— (p-R)^ ' *■*' 

Diese Gleichung ist in Beziehung auf y und x vom ersten Grade, und stellt mithin, 
wenn wir diese Coordinaten als veränderliche Gröfsen betrachten, eine gerade Linie dar, 
die auf dem ersten Kreise: 

y'+x' = p^, 
den gesuchten Berübrnngs -Punct bestimmt. Solcher Puncto erhalten wir awci, die offen- 
bar den beiden Kreisen entsprechen, die sich auch in dem Frühem schon zusammenge- 
ordnet haben, zweien Kreisen nemlich, die, je nach der verschiedenen Lage der drei gege- 
benen Kreise zueinander, entweder beide dieselben innerhalb, oder beide dieselben au- 
fserhalh berühren, oder auch von denen der eine die drei gegebenen Kreise innerhalb, 
der andere dieselben aufserhalb berührt. Dafs die Gleichung (ii) sich auf die doppelte Art 
von Berührung bezieht, erhellet daraus, dafs diese Gleichung dieselbe bleibt, wenn wir 
die Zeichen aller Radien ändern. 
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Es kommt nun blofs noch darauf an, die Glelchnng f4) in conslriiircn nnd bei dieser 
Gelegenheit wandle H. Gergonne die sinnreiche, hereits schon (41) erwähnte Construc- 
tions-Art einer linearen Gleichung an. Er setzt nemlich zuerst jeden Tlicil derselben für 
sich gleich Null, so kommt: 

by+ax = e(?— r), (5) 

Bj-t-As = p[e-R). (6) 

Diese beiden Gleichungen, mit einander verbunden, bezeicbnen einen bestimmten Punct 
der zu construirenden geraden Linie. Diesen Punct können wir mithin construiren durch 
den Durchschnitt der durch (5) und (6) (indem wir y und x als veränderliche Gröfsen be- 
trachten), dargestellten geraden Linien, in welchen wir sogleich die Polaren der äufsern 
Symmetral-Puncte des ersten und zweiton und des ersten und dritten der gegebenen 
Kreise auf dem ersten derselben wieder erkennen (175). 

Ferner setzt H. Gergonne jeden Theil der zu construirenden Gleichung gleich Eins, 
und erhält auf diese Weise : 

L(y-b)-(-a(x-a) = r(p-r), (7) 

BCy— B)-t-ACx— A) = RCp— R), Cb) 

Gleichungen, durch welche die Polaren der äufsern SymmelraUPuncte des ersten und 
zweiten und des ersten und dritten Kreises auf dem zweiten und dritten Kreise bezeich- 
net werden (175). Der Durchschnitt dieser beiden Linien, die den vorigen beiden Pola- 
ren (5) und (6) bezüglich parallel sind, gibt einen zweiten Punct der gesuchten geraden 
Linie, die nun also völlig bestimmt ist. 

Hiernach gibt denn H. Gergonne folgende Consfrnction des Problems der 
Tactionen für drei gegebene Kreise: 
Fig. 58. Man ziehe die gemeinschaftlichen änfsem Tangenten an je zwei der drei gegebenen 

Kreise und dann die Beriihrnngs -Chorden, die drei Paar Parallel-Linien bilden. Die 
beiden Chorden des ersten Kreises y schneiden sich in M, tind die ihnen parallele Chor- 
den auf den beiden andern Kreisen c und C in N. Ebenso schneiden sich die beiden 
Chorden des zweiten Kreises c in M und die ihnen parallele Chorden der Kreise y und C 
in N' nnd endlich schneiden sich die beiden Chorden des dritten Kreises C in M" und die 
ihnen parallele Chorden der ersten beiden Kreise j' und c in N". 

„Man ziehe ferner MN, M'N' nnd M"N". MN schneidet den Kreis y in T und 9; 
M'N' schneidet den Kreis c in T' und & ; M"N" schneiiict den Kreis C in T" und &'. Legt 
man nnn einen Kreis durch T, T' nnd T", einen andern durch &, 9' und &" , so sind 
diefs die gesuchten Kreise, welche die drei gegebenen «ntweder 'alle drei anfserhalb 
oder alle drei innerhalb berühren. Hiernach ergeben sich die Mlttelpuncie dieser Kreise 
auf die leichteste Weise; denn ziehen wir durch die Mitlelpuncte der drei gegebenen 
Kreise und einmal durch die Pnncle T, T' und T", das andere Mal durch die Pnncte 
&, S-' und &" gerade Linien, so laufen die ersten drei in dem Mittelpuncte des einen, 
die andern drei in dem Mittelpuncte des andern Kreises zusammen." 

Nach dem Bisherigen überzeugt man sich leicht, dafs man auf ganz ähnhche 
Weise die sechs übrigen Berührungs-Kreisc erhält, indem man in der angezeigten Con- 
struction statt der gemeinschaftlichen äufsern Tangenten die innere nimmt. Wir for- 
men nemlich die Gleichung (4) für diese Fälle um, Indem wir nach einander die Zeichen 
der Radien der drei Kreise ändern. 

Zugleich ist offenbar, dafs die Müglichkelt der Auflösungen im Allgemeinen nicht von 
der Möglichkeit der gemeinschaftlichen Tangenten, deren Construction wir nicht nmim' 
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gänglich nSthig; tabeii, abhängt, sondern einzig davon, ob die, immer conslruirLaren, 
Gleichungen von der Form der Gleichung (4) gerade Linien bedeuten, die dem bezügli- 
chen Kreise begegnen, oder nicht. 

194, Wir erhalten mit H. Gergonne eine Modification der angcaeigtcn Construc- 
tion, indem wir jeden Tbeil der Gleichung (4) gleich — setzen; auf diese Weise kommt: 

sby-haas =p^ — r'-J-a^-f-b^, 

2ßy-H2Ax = ?^— R=-+-A.'+B^ 
In diesen Gleichungen erkennen wir die Gleichungen der Chordalen des ersten und 
jedes der beiden andern Kreise wieder; der Durchschnitt dieser Linien bestimmt also ei- 
nen Punct der zu consfruirendon Linie, die mithin durch den Chordal-Pmict der drei ge- 
gebenen Kreise geht. Durch diesen Punct geht also, wenn wir uns wieder auf die vorige 
Figur beziehen, jede der drei geraden Linien MN, M'N' und M"N'', wir können also auch 
slatt die drei Puncte ^1 , IN' und N" zu construiren, den Chordal-Punct P der drei gege- 
benen Kreise suchen. Diefs ist, wie wir uns leicht überzeugen, als eine Folge davon an- 
zusehen, dafs die Chordale zweier gegebenen Kreise gleichweit von den Polaren eines be- 
liebigen ihrer beiden Symmetral-Pnncte absteht Durch den Chordal-Puncl P gehen auch 
die entsprechenden geraden Linien für die drei übrigen Paare von Berührnngs-Kreisen; 
diefs folgt nnmittelbar daraus, dafs die Gleichungen (9) keine Aenderung erleiden, indem 
man die Zeichen der Radien der drei gegebenen Kreise beliebig ändert. 

Wir betrachten die, in den letzten beiden Nummern auseinandergesetzte, analytische 
Construction als ein Moster der Behandlungs-Art und verweisen deshalb, da wir über- 
diefs ganz frei verfahren sind, auf den Original -Aufsatz selbst. Zu derselben Construc- 
tion werden wir in dem Folgenden noch auf andere Welse gelangen, indem wir die iso- 
lirt dastehende Aufgabe in ilire natürliche Yerblndnng bringen und auf diesem Wege 
kommen wir auch noch, ungemein leicht, zur Auflösung zusammengesetzterer und allge- 
meinerer Aufgaben. Hiermit wollen wir diesen zweilen Abschnitt, den wir hiev nicht 
weiter ausdehnen dürfen, beschliefsen. 

195, Seycn C und C zwei gegebene Kreise , die von einem dritten Kreise y bciiibrE 
werden. W^ir legen die erste Asc durch die Mittelpuncte der beiden ersten Kreise, die 
Form ihrer Gleichungen ist demnach folgende: 

y^x—Ä)^ = R^, 
yM-(x-'A7= KU 
wir nehmen ferner die Chordale derselben als zweite Axe^ alsdann haben wir zwischen 
den Constanten der letzten beiden Gleichungen folgende Bedingungs-Gleichung; 

Die Gleichnng des Berührungs-Kreises y sey: 

(y-i5r-f-(y-«r- = e% 
wenn alsdann dieser Kreis y den Kreis C aofserhalb, den Kieis C Innerbalb berührt, wie j-;» jq^ 
in dem Falle der 59. Figur, so kommt: 

und weao wir abziehen, und die obige Bedingungs - Gleichung berücksichtigen 5 
(A— A")« = (R'-f-R]9. 
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Würde umgekehrt, der Kreis C innochalb und der Kreis C aufserhalb berührt, so 
wären wir zu folgendem Ausdruck gekommen: 

(A'-A)a = - (R'-(-ß)^. 
"Würden endlich die bcickiijKreise C und C vom dritten Kreise beide aufserhalb oder 
beide innerhalb berührt, so ttfp m sich: 

(A— A}« = + (R'-ß)^. 

Für jeden dieser einzelnen Fälle ist also - constant. Der auf diese Art bewiesene 
Satz ist folgender: 

Wenn beliebig viele Kreise zwei gegebene und feste Kreise auf dieselbe Weise he- 
rühren-, so ist für alle das VerhäÜnifs des Radius zum Abstände des Mitlelpunctes von 
der Chordalen der beiden gegebenen Kreise ein constantes. 

Wenn wir eine der gemeinscbaftlichen Tangenten der beiden Kreise C and C als die 
Gränze betrachten, der sieb die Beruh rungs- Kreise immer mehr nähern, je grofser die 
Radien derselben genommen werden, so haben wir für diese Griinzc : 

- = sin to , 

wenn wir durch ta denjenigen Winkel bezeichnen, den die gemcinschaftlicbcn Tangenten 

mit der Central - Linie der beiden gegebenen Kreise bilden. Jenes constante YerhUltnifs — 

ist also gleich dem Sinus des Winkels, welchen die, der jedesmaligen Berührungs- Art 
entsprechenden, gemeinschaftlichen Tangenten mit der Central -Linie hdden. 

195. Wir wollen mm zwei Berührungs -Kreise betracbten und für die Gleichungen 
derselben folgende nehmen; 

alsdann erhalten wir für den äufsern Symmetral - Punct {166) : 

Wenn wir nun für die beiden Berührungs -Kreise die Kreise ;- und / nehmen, welche je- 
äen der beiden gegebenen G und C auf dieselbe Weise {für den Fall der 59- Figur den 
ersten Kreis -C aufserhalb, den zweiten C innerhalb) berühren, so ist: 



und diese Bedingung reducirt obigen Wcrth von x auf Null. Es liegt also der äufsere 
Symmetral -Punct S der Kreise y und y auf der zweiten Äxe, mitbin auf der Cbordakn 
äer beiden Kreise G und C. 

Für die Abscisse des innern Symmelral-Panctes der obigen beiden Kreise erhalten wir; 

und dieser Ausdruck wird Noll wenn : 

e e' 

eine Beziehung, die nach der 195. Nunmier dann eintritt, wenn wir zwei Kreise y ™d *< 
nehmen, die den einen wie den andern der Kreise C und C auf verschiedene Weise be- 
rühren. In dem Falle der Figur berührt y den Kreis C aufserhalb und den Kreis C' in- 
nerhalb, während « den Kreis C innerbalb und den Kreis C aufserhalb berülirt. Ein an- 
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derer liierter gehöriger Fall ist, dafs y z, B. die Leiden Kreise C und CaiifseTlialb berühil, 
während x dieselben innerhalb berührt. In beiden Fällen liegt der innere Symmetral- 
Punct ff für y nnd x auf der Chordalcn der beiden Kreise C undC. 

Wenn zivei gegebene Kreise von irgend ztveien andern beiden gleichartig oder beide 
ungleicharUg berührt werden, so liegt im ersten Falle der äußere ^ im letztern Falle der 
innere Symmctral-Punct der beiden leiztgenannlen Kreise auf der Chordalcn der bei- 
den gegebenen. 

1*)7- "Wir hemerkcn hier noch, dafs zwischen den Kreisen y, y und C, C eine ge- 
genseitige Beziehung Statt findet, denn während C und C ungleichartig berührt werden, 
werden y und y gleichartig berührt; der äufsere Symmctral-Punct S von y imd / liegt 
an£ der Chordalcn von C und C, während der innere Symmetral-Punct P von C 
und C auf der Chordalen'von y und y liegt. 

198. Wenn wir endlich beliebig viele Kreise y, y, y" u. s. w. conslrniren, von denen 
jeder die beiden gegebenen Kreise C und C auf dieselbe Weise Lerlihrt, so geht die 
Chordale jedes Paares derselben durch einen der beiden Symmetral-Puncte der zwei ge- 
gebenen Kreise, durch den äufsern Symmetral-Punct, wenn die Berührungen für C undC 
gleichnamig, durch den innern Symmetral-Panct , wenn dieselben ungleichnamig sind. 
Dieser Punct ist mithin der Chordal-Pnnct je dreier Bcriihrnogs-Kreise, die 
also auch alle von demselben Kreise unter rechten Winkeln geschnitten werden. 

Wenn die beiden Kreise C nnd C sich schneiden, wie in der Sg. Figur, so sondern 
sich die chen betrachteten Berührungs -Kreise in zwei Reihen von Kreisen ab, von wel- 
chen die eine Reihe y, y , /' n. s. w. den Kreis C anfscrhalh , und den Kreis C innerhalb 
heriihrt, wahrend die andere Reihe, In welche x gehürt, jeden jener Kreise auf die ent- 
gegengesetzte Art berührt. Die Uehergänge von der einen Reihe zur andern gesche- 
hen, indem die Bcrührungs- Kreise sich auf Punctc, auf die Durchschnitts- 
Puncte nemlich von C und C, rcdociren. Dasselbe findet Statt, wenn wir von 
denjenigen Kreisen, die zwei sich schneidende Kreise C und C aufserhalb berühren, zu 
denjenigen übergehen, welche beide innerhalb berühren. Die anfscrhalh berührenden 
Kreise sondern sich wiederum In solche ah, welche die Leiden gegebenen umschllefsen 
und nicht umschllefsen, mithin seihst, im ersten Falle innerhalb, im zweiten Falle anfscr- 
halh von C und C Lerührt werden. Die gemeinschaftlichen äufsern Tangenten der gege- 
benen Kreise C und C Lezeichnen hier die Uehergänge. 

199. Aus den Bemerkungen der letzten Nummer erhellt, dafs, wenn die beiden ge- 
gebenen Kreise, C und C, sich schneiden, derjenige Kreis, welcher alle, die Leiden gege- 
benen Kreise gleichnamig oder ungleichnamig berührende, Kreise rechtwinklig schneidet, 
durch die Durchschnitte der beiden gegebenen Kreise C nnd C geht. In allen Fällen hat 
der eben bezeichnete Orthogonal-Krels mit C und C dieselbe Ghordale. Denn da 
der gemeinschaftliche Chordal-Punct der Berührungs - Kreise , P, der (Innere) Symmetral- 
Punct der Kreise C undC ist, so sind jede zwei Durchschnitte, wie Q nnd Q', einer geraden 
Linie, die durch P geht, mit den letztgenannten Kreisen, zwei Puncte, in welchen diese 
von irgend einem Berührungs -Kreise, von y, heiührt werden (171). Je zwei auf diese 
Weise Lestimmte Durchschnitte, Q und Q', sind also in Beziehung auf den Orthogonal- 
Krels zugeordnete Pole (133), und die beiden gegebenen Kreise, C und C zugeord- 



y Google 



i08 Zur Theorie 

nete Kreise Jener Onhogonal-Krcis hat also mit den beiden gegebenen Kreisen C 
und C dieselbe Chordale (l8l). 

.i''g, 59.60. 200. Wenn wir also drei jener Kreise y,- y nnd y" als nrspriinglich gegeben betrach- 

ten, so können wir ihren Cbordal-Punct construiren, und erhallen anf diese "Weise ei- 
nen der Symmelral-Puncto für jedes der vier möglichen Paare von Kreisen, welche die 
gegebenen berühren, so daCs also für vier Paare ein und derselbe Punct einer der 
beiden S ymmetral-P unct e ist. Oh wir für ein bestimmtes Paar der Berührungs- 
Kreise den änfsern oder innern Symmetral-Punct erhalten, hangt davon ah, ob diese beiden 
Kreise ihrerseits gleichartig oder nngleichartig berührt werden, und dicfs bestimmt sich 
dann wiederum nach der gegenseitigen Lage und Gröfse der gegebenen Kreise. Die gleich- 
artige Berührung entspricht dem äufsern, die ungleichartige dem innern Symmctral-Pnncte. 
Wir tonnen hier in keine ansftihrliche ErÖrternngen eingehen; die Nebeneinander - Stel- 
lung der 59- und 60. Fignr läfst indefs keine Dunkelheit über das eben Gesagte mehr übrig. 
In der ersten Constrnction gibt es, wenn die Kreise y, y und y" gegeben sind, einen 
Kreis C, der von jedem derselben ausserhalb , einen andern C, der von jedem der gegebenen 
innerhalb berührt wird; der Chordal-Punet P ist also der innere Symnielral- Punct der 
beiden zn constriürenden Berührungs- Kreise. In der Construction der 60. Figur gibt es Tür 
die drei gegebenen Kreise y, y und y' zwei Kreise C und C, von denen jeder von jedem 
der gegebenen aufsevhalb berührt wir, mitbin ist der Chordal-Punet in diesem Falle der 
Uafsere Symmetral-Punct jener Berührungs -Kreise C und C- - 

tig, 59. 201. Wir wollen wiederum beliebig viele Kreise betrachten, von denen jeder zwei 

gegebene Kreise gleichartig oder ungleichartig berührt. Um die Ideen zn fisiren, nehmen 
wir den letzten Fall, auf den sich die 59- Figur bezieht,. und betrachten also die Kreise 
J") /j y" • • ' "• 1' s- ^'' Alsdann hegt einer der Symmetral -Piinctc je zweier dieser Kreise 
auf der Chordalen von C und C, und zwar der äufsere, wenn wir zwei Kreise zusam- 
menstellen, die wie y und y, jeden der gegebenen Kreise C und C auf gleichartige W^eise 
berühren, wahrend wir den innern Symmetral-Punct erhalten, wenn die beiden Berlih- 
rungs-Krelse, wie y und x, jeden der gegebenen Kreise ungleichartig berühren. Hieraus 
folgt denn unmittelbar, da£s für je drei obiger Berührungs -Kreise drei Symmetral -Puncto 
auf der Cbordalen der beiden gegebenen Kreise C und C liegen, und diese Symmetral- 
Puncte sind drei aufsere, wenn wir drei Kreise nehmen, die wie )■, / und /' den Kreis 
C sowol als den Kreis C gleichartig berühren, hingegen zwei innere und ein äufserer, 
wenn wir drei Kreise wie ;•, / und «, zusammenstellen, von denen zwei jeden der beiden 
gegebenen Kreise C und C auf dieselbe, der dritte aber jeden derselben auf entgegenge- 
setzte Welse, als die beiden ersten, berührt. 

Aul diese Art haben wir also anf eine neue, sehr directc , Weise den Satz bewiesen, 
dafs für drei gegebene Kreise viermal drei Symmetral-Puncte in gerader Linie lie- 
gen, weil wir nemlich ursprünglich von dreien beliebigen Kreisen y, y und y' {oder x) 
ausgehen können. Nur ist ersichthch, dafs dieser Beweis des Satzes, da vorausgesetzt 
werden mufs, dafs die jeder Symmetralen entsprechende Berübrnngs- Art wirklich Statt 
haben könne, nicht wie die früher gegebenen ohne alle Beschränkung gilt, und darin 
kommt er mit dem, von Monge in seiner descriptiven Geometrie gegebenen, 
überein. 

Den in den letzten Entwicklungen enthaltenen Satz können wir in iolgende Aussage 
einkleiden : 
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Wenn irgend drei Kreise gegeben sind , so sind die vier Symmetralen derselben die 
Cliordalen der vier Paare möglicher Berührungs-Kreise. 

202. In dem Bisterif;en liegen die Elemente mehrerer Construclionen des Problems 
der Tactionen. Wir wollen deren drei hier aufstellen. Als erste Construction, die 
auf der Stelle einleuchtet, erLalten wir folgende: 

„Man construire die vier Symmetralen, constraire ferner denjenigen Kreis, der die 
„gegebenen alle drei rechtwinklig schneidet, und der, wie tekannt, aus dem Chordal- 
„Piincte mit einem Radius, der den, von diesem Puncto an die gegebenen Kreise gezoge- 
„nen, unter sich gleichen, Tangenten gleich isi, beschrieben wird. Dieser Kreis schnei- 
„dct im Allgemeinen jede der Symmetralen in zwei Pimcten. Construirt man nun die bei- 
„den Kreise, die durch jedes Paar dieser Durehscbnitts-Punctc gehen, und zugleich einen 
„beliebigen der drei gegebenen berühren, so erhält man die acht möglichen Kreise, die 
„den Forderungen der Aufgabe Geniige leisten." 

„Wenn obiger Orthogonal-Kreis eine oder mehrere Symmetralen nicht schneidet, so 
„werden die bezüglichen Bcriihrungs-Kreise deshalb nicht unmöglich. Die Construction 
j,reducirt sich in diesem Falle auf die bekannte, einen Kreis zu beschreiben, der mit einem 
„gegebenen (dem Orthogonal -Kreise) eine gegebene gerade Linie (eine der Symmetra- 
„len") zur Cbordalen hat und Uberdiefs einen zweiten gegebenen Kreis berührt (IJQ)." 

Die Möglichkeit der verschiedenen Auflösungen der Aufgabe hangt von der Mög- 
jicbkcit der einzelnen, eben bezeichneten, Construclionen ab, auf welehe dieselbe zurück- 
geführt worden ist. 

203. Wenn zwei gegebene Kreise C und C von einem dritten y berührt worden, *^ig- SQ. 
so gebt diejenige gerade Linie, welche die beiden Berührungen, Q und Q' verbindet, 

durch einen der Symmetral- Puncte der beiden Kreise G und C, in dem Falle der 59. 
Figur durch den innern, durch P. Wenn drei Beriibrungs -Kreise y, y und 3", oder 
auch y, y und x, welche, alle drei, die beiden gegebenen entweder gleichnamig oder un- 
gleichnamig berühren, /so tonnen wir P, als den Cbordal-Ponct dieser Kreise, construi- 
ren. Legen wir ferner in den Berührungen des Kreises y und der beiden gegebenen die ge- 
rn eins chaftll eben Tangenten, so liegt der Durchschnitt derselben auf der Cbordalen der bei- 
den gegebenen Kreise (172), nach der Figur in T. W^enn wir also wiederum drei Berüh- 
rongs -Kreise y, y und y oder y, y und x zasammenstellen, so erhalten wir eine gerade 
Linie, auf der T liegt, indem wir einmal die äufsere, das andere Mal eine der innern 
Symmetralen construiren. 

"\'Venn wir urEprüngiich von den Kreisen y, y und y , um diesen einen Fall vorzugs- 
weise zu betrachten, ausgeben, so können wir das Problem der Tactionen als anfgeloset 
betrachten, wenn wir entwederfür jeden dieser Kreise diejenigen geraden Linien he- 
stimmen, welche durch die jedesmaligen beiden Puncto gehen, in wel- 
chen derselbe von jedem Paare der gesuchten Kreise berührt wird, oder 
auch wenn wir nur die Pnncte finden, in welchen die in je zwei jener Beruh- 
rungs-Puncte gelegten Tangenten sich schneiden, die Pole, mit andern 
Worten , der eben bezeichneten Linien. 

aoir- Betrachten wir nun wieder einen einzelnen Kreis y und wollen wir die gerade 
Linie QQ' bestimmen, so kennen wir schon einen Punct, durch welchen dieselbe geht, 
nemlich den Chordal- Punct P der drei zu bcrübiendea Kreise y, / and /. Ferner wis- 
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Sen wir, dafs cler Pol T tliescr geraden Linie QQ' auf der aufsern Syminciraleii der ge- 
gcbenen Kreise Hegt, und folglich gelit gegenseitig QQ' durch den Pol der änrsorn Sym- 
metralen, durch M; weil nemlich die Polare jedes Punctes der letztgenannten Linie, mit- 
hin auch die Polare des Punctes T, d. h. ehen Jene zn construirende gerade Linie QQ' 
durch den Pol derselben, durch M, geht. Die gerade Linie QQ' ist auf diese Weise 
durch die Puncte P und M bestimmt. 

Nehme« wir die Kreise /, y und v, für die gegebenen, und suchen wir, nra uns auf 
dieselbe Figur beziehen zu können, diejenigen beiden Kreise, deren jeder von y und / 
auf dieselbe, von )t aber auf die entgegengesetzte Weise berührt wird, so ist sogleich er- 
sichtlich, dafs die eben angezeigte Construclion von QQ' sich nur in soweit ändert, als 
wir mit der äufsern Symmetnalen der zn berührenden Kreise, diejenige innere vertauschen 
müssen, welche den inner« Symmelral-Punct von y und v., so wie von y und ;;, mithin 
den äufsern von y und / enthält. 

Hiernach ergibt sieb denn folgende allgemeine und leicht übcrsicbilicbc zweite Con- 
straction des Problems der Tactionen: 

„Man construire den Chordal-Punct der drei gegebenen zuberiibrenden Kreise; con- 
„Etruirc ferner die vier Symmctralcn und für jede derselben den Pol auf jedem der gegc- 
„bencn Kreise. Auf diese Weise erbalten wir zwölf Puncte, und wenn wir dieselben mit 
„dem Chordal-Pnnclo verbinden, zwölf gerade Linien, welche im Allgemeinen die bezügli- 
„cben Kreise !n vier und zwanzig Puncten schneiden, und diese vier nnd zwanzig Puncte 
„sind diejenigen, in welchen die acht möglichen Berührungs-Kreise die drei gegebenen 
„Kreise berühren." 

Die Determination der Aufgabe liegt in der Realität der Dnrchsebnitte der ehen 
construirten dreimal vier geraden Linien mit de» beztlglichen gegebenen Kreisen. 

Fig. 59. 205. Die eben angezeigte Construction erleidet Modificationen nach den verschiede- 

nen Methoden, den Pol einer gegebenen geraden Linie auf einem gegebenen Kreise zu hc- 
Etinimen. Dieser Pol liegt z. B. in dem Durchschnitte des vom Mittelpuncte des Kreises 
auf die gerade Linie gefällten Perpendikels, (das wir als die Polare eines unendlich weit 
abstehenden Punctes der geraden Linie bctracblcn können) mit der Polaren irgend eines 
Puncteä der gegebenen geraden Linie, oder auch im Durchschnitte der Polaren irgend 
zweier beliebiger Piiflctc derselben- Nehmen wir insbesondere für diese beiden Puncte, wenn 
wir z, B. QQ' auf dem Kreise y coiistnrircn wollen, die änlsenl Symmetral-Puncte von 
y und / und von j- und y ■, so fallen wir auf die Constrnction des H. Gergonne zu- 
rück (1%). 

Wir können auch, mehr in dem Si.yie der alten Geometrie, den Pol M constrnircn, 
indem wir auf dem Perpendikel, das von j' auf die äufscre Symmetrale gefällt werden kann, 
den Panct IM so bestimmen, dafs j'M die dritte Proportionale für yL oder k und dem 
Radius des Kreises oder p ist, dafs also: 

5.M = t, 

oder wenn wir -, wofür die in Beziehung auf/ y n. s. w. entsprechend gebildeten Aus- 
driicke einen constanten Werth haben, durch c bezeichnen: 

7M =. C.p = C^.iT. 

Wir bemerken hier hcigehend, dafs das Verhültnifs von 7JI. zu dem Fiadius, oder 
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zum ALstande des MUtolpunctcs von der äursern Sytrunetrale für alle Kreise von denen 
C und C auf entsprechende Art bcrlihrt werden, ein constantes ist. 

20Ö. Wir erTialten eine dritte Canstruction des Problems der Tactionen, 

wenn wir, was oben scbon bemerkt worden ist, nicht geradezu (wir beziehen nns wieder 
auf den Kreis y in der Constniction der 59. Figur) die gerade Linie QQ' construlren, 
sondern den' Pol derselben, den Punct T. Dieser Punct liegt zuvorderst auf der 
äuCscrn Synimetralen von y, / nnd y" oder auf einer leicht zu unterscheiden den innern 
von y, / und Jt; dann liegt er ferner auf der Polaren jedes Punctes der geraden Linie 
QQ', deren Pol er ist, also anch auf der Polaren von P. Hiernach erhalten wir folgende 
Conslruttion : 

„Man constrnire die vier Symmetralen der drei gegebenen, zn berührenden Kreise; 
„construire ferner den Chordal-Punct und für dieselben auf jedem der drei gegebenen 
„Kreise die Polare. Die drei geraden Linien, welche wir anf diese Weise erhalten, schnei-^ 
„den jene vier Symmetralen in zwölf Puncten ; ziehen wir von diesen Puncten Tangenten 
„an die bezüglichen Kreise, so erhalten wir vier und zwanzig Benihrungs-Ponctc. Diese 
„vier lind zwanzig Puncle sind zugleich diejenigen, in welchen die acht gesuchten KrcisG 
„die drei gegebenen berühren." 

Die Möglichkeit der vier Paare von Berührungs -Kreisen h^gt davon ab, ob die 
dreimal vier eben constrmrten Pole aufserhalb oder innerhalb der drei gegebenen Kreise 
fallen. 

Wir können noch bemerken, dafs die gemeinschaftlichen Chorden des Orthogonal- 
Kreiscs mit den drei gegebenen Kreisen die Polaren des Chordal- Punctes sind. 

207. Die, oben aufgestellten drei Construcllonen des Problems der Tactionen für den 
Fall, daCs drei gegebene Kreise berührt werden sollen, liefert mehrere zierliche Construc- 
tionen für die andern Fälle, wo gerade Linien oder Puncte an die Stelle von Kreisen tre- 
ten. Nach den fräher gemachten, und durch Ptechnung unterstützten , Bemerkungen 
(160, 168, 169) können wir die Constiuctioncn für alle diese einzelnen Fälle unmittel- 
bai" herleiten. 

Wenn zwei Kreise und ein Punct gegeben sind, so gehen die beiden Symme- 
tralen durch den gegebenen Punct, durch welchen auch der Orthogonal -Kreis geht. Die 
erste Constructlon gibt uns also immer noch einen zweiten Punct auf jeder der beiden 
Synimetralen, durch welchen zwei der vier möglichen Beriihrungs-Kreise gehen. Nach der 
zweiten und dritten Constniction können wir die Berührungs -Panctc auf den beiden 
gegebenen Kreisen bestimmen. 

908. Wenn ein Kreis ;■ und zwei Puncte 7 und y" gegeben sind, so ist diejeni- Fi". 61. 
pe gerade Linie, welche durch diese beiden Puncte geht, als Symmetrale anzusehen. Die 
erste Construction gibt hier keinen neuen Punct, durch den die Berührungs-Kreise ge- 
hen. Nach der zweiten Construction erhalten wir die Berührungs -Puncte auf dem ge- 
gebenen Kreise y, wenn wir den Pol, von y y" snchen, durch diesen Pol, durch M, und 
den Chordal-Punct eine gerade Linie legen, und die Durchschnitte derselben mit dem 
Kreise y, nemllch Q und Q', bestimmen. Statt des Chordal,- Pnnctes können wir, ähn- 
lich wie in der anfänglich von H. Gergonne gegebenen Construction (193), den Durch- 
schnitt N zweier den Polaren von / und /' parallelen und durch diese Puncte gehenden 
geraden Linien suchen. 
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Ans der so modiiicirten Construclion ist sogleich crsichtllcli, dafs wir die Puncte M 
und N durch den Durchschnitt derselben geraden Linien, nur in umgekehrter Ordnung, 
erhalten, wenn ursprünglich statt der Puncte y und y" ihre Pole v' und x" gegeben wären. 
Gleichviel also, oh uns irgend zwei Pimcte oder ihre Pole auf dem Kreise, der he- 
TÜhrt werden soll, gegeben sind, die Bariihrnngs- Puncte sind in beiden Fallen dieselben. 
Die beiden durch y nnd y und durch k und -Ä' gelegten geraden Linien schneiden sich 
in dem Pole von MN, der sowol auf der einen als der andern dieser Linien liegen mufs. 
Es ist hier der Ort nicht, hieran noch weitere Folgerungen anzuknüpfen. 

Fig. 42. 209. "Wenn zwei Kreise und eine gerade Linie die gegebenen zu berührenden 

Ocrtersind, so finden alle drei Conslructions- Arten ihre Änwendang. Die Stelle des 
Chordal-Punctes vertritt alsdann der Durchschnitt der gegebenen geraden Linie mit der 
Chordalen der beiden gegebenen Kreise. Man bestimmt, wie wir in dem Frilhcrn ausführ- 
lich gezeigt haben, die vier Symmetralen dureh die auf die gerade Linie von den Mittel- 
punclen der Kreise gefällten Perpendikel mit diesen Kreisen. In der 42. Figur, auf die wir 
hier zurückweisen, ist P der Chordat-Punct, Kx, Kk', K'k und KV sind die vier Symme- 
tralen. Die übrige Constmction der Berübrungs -Kreise ergibt sich hiernach von selbst, 
und sind üherdiefs den auf den folgenden Fall sich beziehenden, die wir ausführlicher 
behandeln wollen, ganz analog. 

Fig. 62. 210. Wenn ein Kreis, y, ein Pnnct, /, nnd eine gerade Linie, PG, gege- 

ben sind, so liegt der Chordal-Punct des Systems der drei Oerter im Durchschnitte der- 
jenigen geraden Linie, welche die von / an den Kreis y gezogenen Tangenten halbirt, 
luil der gegebenen, PG. Dieser Durchschnitt fällt, nach der Figur, in der jene Halhl- 
nnigs-Linie der leichtern Ueb ersieht! ichkeit wegen fortgelassen ist, in P. Der Durchmes- 
ser Sff des Kreises y trifft, genugsam verlängert, die gegebene gerade Linie unter rechten 
Winkeln, demnach sind y'S und j'O die beiden Symmetralen des Systems. Hieraus er- 
geben sich folgende Construclionen der in Rede stehenden Aufgabe: 

Erstens. Man boschreibe aus P einen Kreis, der durch / geht, und also den gege- 
benen Kreis rechtwinklig schneidet. Dieser Kreis begegnet, aufser in y den beiden Sym- 
metralen noch in R und p. Zwei der Berührungs-Kreise, diejenigen nemlich, welche y 
anfserhalb berühren, gehen durch R, die beiden andern durch p. 

Zweitens. Man suche die Pole der beiden Symmetralen, M und /(, und lege durch 
P und jeden dieser Pole eine gerade Linie. Die auf diese Weise gefundenen Linien schnei- 
den den gegebenen Kreis in Q und Q', in z nnc x': diefs sind diejenigen vier Puncte, in 
welchen derselbe von den gesuchten Kreisen berührt wird. 

Drittens. Man suche die Polare von P; diese Linie ist keine andere als die ge- 
meinsame Cborde des gegebenen und des schon eben bezeichneten Kreises, dessen Mittel- 
puuct P ist, und der durch y geht. Die Durchschnitte dieser Polaren mit /S und f'tr 
sind T und 3, und wir erhalten wiederum die Puncte Q, Q' und t, k', wenn wir von T 
qnd & Tangenten an den gegebenen Kreis ziehen. 

Flg.63.64, 211- Sind endheb zwei gerade Linien, PG und PH, und ein Kreis gege- 
ben, so spielt der Durchschnitt der erstem die Rolle des Chordal-Punctes, die vier 
Symmetralen bilden ein in den Kreis beschriebenes Viereck, dessen Winkel-Puncte 
ff, o', S und S' durch die Durchschnitte der vom MIttelpuncle des Kreises auf die gege- 
benen geraden Linien gefällten Perpendikel bestimmt werden. Weirn die gegebenen ge- 



y Google 



des Kreises. 1 i 3 

raden Linien sich Innerlialb des ge^dbenen Kreises sclinEiilco, so können wir die erste 
Construction nicht geradezu anwenden, well ans dem Durchschnitte derselben, ansP, als- 
dann kein Orthogonal -Kreis beschrieben werden tann. Diefs ist der Fall der 63. Figur. 
In der öi|. Fignr schneidet der Orthogonal- Kreis die eine Symmelrale c<j in den Puncten 
R und R', die beide aiifscrbalb des Kreises liegen; durch diese beiden Piincfe gehen zwei 
der gesuchten Beriibrnngs-Krelse. Zwei andere dieser Kreise haben mit dem Orthogonal- 
Kreise SS' zur gemeinschaftlichen Chordalen, und sind daher leicht zu construiren. Die 
andern beiden Symmetralen St' und SV werden von diesem Kreise jede in zweien Pnnc- 
ten gosclinitten , von denen einer anCserbalh, der andere innerhalb des gegebenen Kreises 
liegt. Die bezüglichen beiden Paare von Berübmngs-Kreisen werden also imaginär. 

Am zierlichsten stellt sieb hier die zweite Construction dar. DiePole der vier Sym- 
metralen bilden offenbar die Winkel -Piincte eines nm den gegebenen Kreis beschriebe- 
nen Parallelogrammes MM'M"M"', dessen Seilen denselben in a, o , S und S' berühren 
\ind mithin den beiden gegebenen geraden Linien, paarweise genommen, parallel sind. 
Hiemach bestimmen sich die Berübrungs-Puncte auf dem gegebenen Kreise folgender- 
maafsen: man beschreibe ein Parallelogramm um den gegebenen Kreis, dessen beide 
Paare gegenüberliegender Seiten mit den beiden gegebenen geraden Linien parallel sind, 
und ziehe von dem Durchschnitte der letzlern vier gerade Linien nach den vier Winkel- 
Pnncten jenes Parallelogrammes. Die acht Punete Q, in welchen diese vier Linien den 
Kreis schneiden, sind die gesachten. In dem Falle der ö^i. Figur begegnen zwei der eben 
bezeichneten geraden Linien, nemlich PM und PM dem Kreise nicht, es gibt also hier, 
was uns auf die frühere Constructlons-Art zeigte, nur zwei Paare gesuchter Berührungs- 
Kreise. 

Auch die dritte Constrnclion läfst sich auf diesenFall ohne alle Schwierigkeit übertragen, 

213. Wir wollen nun einen Schritt welter geben. Scyen C und C zwei gegebene Fig. 65. 
Kreise, welche von zweien andern y und / berührt werden, nnd zwar im Falle der Figur, 
auf den wir uns zunächst bezichen wollen, wird C von beiden Kreisen aufserhalh und C 
von beiden innerhalb berührt. Aus dem innern SymmetraS- Punete von C und C ist 
ein Kreis K beschrieben, der mit diesen Kreisen dieselbe Chordale hat, nnd, nm das 
Entsprechende gleich neben einander zu stellen, aus dem anfsern Symmelral - Punete 
der Kreise y und / (von denen jeder von C und C verschiedenartig berührt wird) ist ein 
Kreis X beschrieben, der mit y und y dieselbe Chordale hat. Der Kreis K schneidet als- 
dann (199) die Kreise y nnd / und alle mögliche andere, welche C und C auf entspre- 
chende Weise berühren, unter rechten Winkeln, so wie der Kreis x die Kreise C und 
C nnd alle mögliche andere, welche y und y auf entsprechende Weise berühren, unter 
rechten Winkeln schneidet, 

Die Durchschnitte der beiden Kreise C nnd C mit einem beliebigem Kreise c, der 
durch irgend zwei Punete, A und B, gebt, die für den Kreis K zugeordnete Pole sind, 
und der also den letztgenannten Kreis rechtwinklig schneidet, liegen, paarweise genom- 
men, Q und Q', q und q', mit dem Mittelpuncte dieses Kreises K in gerader Linie. 
Denn ein Kreis, der durch die beiden Pole A nnd B und durch den Punct Q oder q 
geht, geht auch durch den Pol von Q oder q, durch Q' oder q' (132). Da nnn der Mit- 
telpunct des Kreises K der (innere) Symmetrai-Puncl von C und C, ist, so folgt weiter, 
(179) dafs jener Kreis c die beiden Kreise C und C unter gleichen Winkeln schneidet. 
Ebenso schneidet jener Kreis, der durch iri^end zwei Punete geht, die rücksiehllich des Krei- 

15 
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ses X zugeordnete Pole sind, die Leiden Kreise -y und 7', im Falle, daCs er densellJen 
Überhaupt begegnet., unter gleichen Winkeln. 

Da wir nach dem frühem die beiden Kreis -Paare C und C, 7 und y , conjQgirlo 
Kreise in Beziehung auf K und x nennen, so können wir den eben bewiesenen Satz in 
folgende Aussage einkleiden: 

Jeder Kreis, der einen gegebenen Kreis rechtmnklig schneidet, oder, was hiermit 
einerlei ist, durch irgend zwei conjugirte Pole desselben geht, schneidet je zwei beliebige 
conjugirte Kreise unter gleichen Winkeln. 

■"ig.65.6G. 213. Da die beiden Kreise K und / sich nnter rechten Winkeln schneiden, so be- 

stimmt jede gerade Linie, welche durch den Mltfelpunct des Kreises K geht und den 
Kreis y schneidet, zwei Durchschnitte, die in Beziehung auf K zugeordnete Pole sind. 
Solche Pole seyen N und N'. Beschreibt man nun zwei Kreise k nndk', die beide mit 
dem Kreise K ein und dieselbe gerade Linie znr Cbordalen haben, und von welchen jeder 
liberdtefs durch einen der beiden eben bezeichneten Durchschnitts-Puncte N und N' geht, 
so sind diese Kreise k und k' offenbar in Beziehung auf K conjugirte Kreise und werden 
also, nach der vorigen Nummer von / unter gleichen Winkeln geschnitten. 
Fig. 6ö. W^Ir wollen nun sogleich drei Kreise y, y imd y" betrachten, die, alle drei, einen ge- 

gebenen Kreis rechtwinklig schneiden, oder es seyen vielmehr ursprünglich jene drei 
Kreise gegeben, für welche wir den Orlhogonal-Kreis K, der alsdann ein durchaus be- 
stimmter ist, constrnlren. Zieht man ferner durch den Mittelpunct des letztgenannten 
Kreises K, oder, mit andern Worten, durch den Chordal-Punct von 7, 7' und 7", irgend 
eine gerade Linie, welche einen beliebigen dieser drei Kreise, etwa y , wie vorhin in N 
und N' schneidet, und constriiirt wiederum zwei Kreise k und k', welche mit K irgend 
eine gerade Linie SS zur gemeinschaftlichen Chordalen haben; so werden k und k' zu- 
nächst von 7', dann aber auch von den beiden andern Kreisen 7 und y unter gleichen 
Winkeln geschnitten (312). W'lr sehen also hieraus, wie zwei Kreise k und k', welche 
drei gegebene y, y und 7" der Ordnung nach unter bestimmten W^inkeln w, w' und w" 
schneiden, sich so zusammenordnen, dafs sie mit demjenigen Kreise, der die drei gege- 
benen Kreise alle drei unter rechten Winkeln schneidet, dieselbe Cbordale bähen, und 
dafs also ihre Mittelpnncte mit dem Chordal-Pu ncte in gerader Linie liegen.*) 



*) Da im Durclischnitle iweier Kreis -Bogen jedesmal Scheitel ~ Winkel entstehen, so woilen 
ttif, um alle Zweidculigkeit zn vermeiden, für den Durchschnitts- Winkel stets denje- 
nigen nehmen, dessen [krummlinige) Schenkel einander ihre beiden eonvexen oder ihre bei- 
den concaven Seiten zukehren. Nehmen wir bei dieser Beslimmung die Winkel w, w' und 
w" für diejenigen, unter welchen k die Kreise y, y und 7" schneidet, so schneidet k' (für den 
Fall der Construclion der 66. Figur) dieselben Kreise unter folgenden Winkein : {ji — m)^ 
(n;— (ü') und (ti — co"). Wenn zwei Kreise sich aafserhalb berühren , so ist der Durchsclmitls- 
Winkel gleich Null; dieser Winkel ist hingegen gleich -n, wenn die beiden Kreise sich so 
berühren, dafs einer den andern umscldiefst, 
Fig. 67. Wenn die Radien und der Ahsfand der Mittelpuncte zweier sich schneidender Kreise G 

und 7 bekannt sind, so können wir leicht den Durchschnitls - Winkel derselben NMi/, den 
wir w nennen wollen, beslimmen. Die Schenkel dieses Winkels, MN un Mj», stehen nem- 
lich auf den Radien beider Kreise, die durch den Durchschnitt M gehen, auf MC und M7, 
senkrecht; mithin ergänzen sich die Winkel tu und CM7 zu n , und ihre Cosinus sind also glelchj 
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aifs. Wir Laben die beiden Kreise k und V, die durch N nnd N' geben, in der vo- Fig- 00. 
rigen Nummer dadurch näher bestimmt, dafs jeder derselben mit dem Orthogonal -Kreise 
K irgend eine gerade Linie, die als gegeben betrachtet worden ist, zur Cbordalen hat. 
Wenn wir für diese gerade Linie eine der vier Syrametralcn der drei gegebenen Kreise 
y, y und y nehmen, so werden diese gegebenen Kreise von fe und k' unter densel- 
ben gleichen Winkeln geschnitten. 

Wir wollen, um dieis davzuthun, zunächst die drei Kreise y, y nnd y der 65. Figur Fig. 65. 
betrachten, und als gemeinschaftliche Cbordale die äufsere Symmctrate derselben nehmen, 
die den Orthogonal - Kreis K in M und M' wirklich schneidet. Wir erbalten also zwei, 
vorhin durch k und h' bezeichnete Kreise, wenn wir durch jeden zweier Durchschnitte 
N undN', die wir durch eine beliebige, durch den Chordal-Punct der gegebenen Kreise 
gehenden, geraden Linie auf / bestimmen, einen Kreis legen, der zugleich dnrcb M und 
M geht. 

Beschreiben wir nun irgend einen Kreis, der mit den Kreisen y nnd y dieselbe Cbor- 
dale bat, in dem besondern Falle der Figur also durch ^ und li geht, so wird derselbe 
von jedem Kreise, der y und / rechtwinklig schneidet, wie der Kreis K es thut, ebenfalls 
rechtwinklig geschnitten. Ein solcher Kreis ist v., dessen MIttelpunct auf der äafsern 
Symmetralen, mithin mit M und M' in gerader Linie, liegt. Diese Punctc sind daher in 
Beziehung auf den Kreis >c, der den Kreis K unter rechten Winkeln schneidet, zugeord- 
nete Pole, und jeder Kreis, der durch diese Puncto, durch M und M' geht, schneidet 
die Kreise y und / unter gleichen Winkeln. Es schneiden sich also y, y und k, k' ge- 
genseitig unter gleichen 'Winkeln. 

Die Puncte M und M' sind ebenfalls zugeordnete Pole in Beziehung auf jeden dcr_ 
jCnigen beiden Kreise, die, dem Kreise v. entsprechend, aus den äufsern Symmclral-Punc. 
ten von y und y , so wie von y und y beschrieben werden und mit den bezüglichen Krei- 
sen dieselbe Cbordale haben. Hieraus folgt denn unmittelbar, dafs jeder Kreis, der durch 
M und M', d. h. durch die Durchschnitts -Puncte des Orthogonal -Kreises mit der äu- 
fsern Symmetralen geht, alle drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schnei- 
det. Es ordnen sich'die Kreise, welche durch M und M' gehen, paarweise zusammen» 
wie k und k', so dafs wenn ein Kreis jedes Paares die drei gegebenen Kreise unler irgend 
einem Winkel <o schneidet, der andere derselben unter dem Winkel (re— w) schneidet, 
und beide Kreise in Beziehung auf den Orthogonal-Krels zugeordnete Kreise sind. 

Wenn die äufsere Symmetrale der drei gegebenen Kreise dem Orthogonal-Kreise K Fig- 68 
nicht begegnet, so brauchen wir die Construction der in Bede stehenden Kreise, nnr 
dahin abzuändern, dafs wir statt Kreise zu beschreiben, die durch M und M' (Puncte, die 
hei jener Annahme imaginär werden) gehen, nun solche Kreise beschreiben, die mit dem 
Orthogonal-Kreise die äufsere Symmetrale zur gemeinschaftlichen Chordalen haben. 
Hiervon überzeugen wir uns auf der Stelle. Wir brauchen zu diesem Ende nur die bei- 
den Kreise y und / zu betrachten und zu zeigen, dafs jeder auf die eben angezeigte Art 



aber von entgegen geseiltem Zeichen. 3\eunen wir nun die Radien beider Kreise R und , 
den Abstand ihrer Mittelpuncte von einantler (Cy) *, so ist: 

cos CMy = B!+?J=i', 
2R() 
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fceschrieBenc Kreis dicselljcn unter glcicliem Winkel sctneidct. Conslroiren wir, ge- 
rade wie vorhin, den Kreis x, so seimeidet derselbe K rechtwinklig und also anch je- 
den andern Kreis k oder k', der mit K irgend eine gerade Linie, die durch den JMitlel- 
punct des Kreises x geht, wie die änlscrc Synimmelrale es Lhat, zur Chordalen hat. y und 
y sind in Beziehung auf x zugeordnete Kreise, «nd werden von dem, »; rechtwinklig schnei- 
denden, Kreis k oder k' unter gleichen Winkeln geschnitten. Diese Beweis - Art erstreckt 
sich auch auf den zuerst belr;icliteten Fall. 

Fig. 69. Wir müssen ferner den Fall unterscheiden, wo der Orthogonal-Krels imagi- 

när wird, d. Tl. der Chorda! -Pimct der drei gegebenen Kreise y, y und y" Innerhalb die- 
ser Kreise fallt. In diesem Falle, dem die 69. Figur entspricht, sind diejenigen Kreise, 
welche die drei gegebenen, alle drei, auf dieselbe W^eise berühren, Immer möglich. Der 
eine derselben C wird von jedem der gegebenen umhüllt, während der andere C dieselben 
a!Ie drei umhüllt. Offenbar schneiden G und C einander nicht, mithin begegnet diesen 
Kreisen auch nicht die Chordale derselben, oder die äufsere Symmetralc der Kreise ;', y 
und y". Nehmen wir nun beliebig zwei der letztgenannten drei Kreise, etwa y und y, so 
können wir immer, da diese Kreise sich schneiden, zwei Kreise construlren, für welche 
dieselben zugeordnete Kreise sind; der eine dieser Kreise « ist ans dem äufsern Symmc- 
tral-Punct von y und y , als Mittelpunet, bescbricben. Dieser Kreis, dessen Mittelpimct 
also auch auf der Chordalen der Berührungs-Kreise C und G liegt, schneidet jeden die- 
ser Berührpngs- Kreise unter rechten Winkeln. Diefs ist sogleich ersichtlich. Denn, neh- 
men wir z. B. den Kreis C, so berührt derselbe y und y in Q und Q'. Diejenige gerade 
Linie, welche durch diese ßorübrungen geht, geht auch durch den äufsern Symmetral- 
Punct von y und y (ITI), durch den Mittelpunet des Kreises x. Da y und ;-' in Beziehung 
auf X zugeordnete Kreise sind, so sind Q und Q' zugeordnete Pole, und ein Kreis, der 
wie C durch diese Pole geht, wird von « rechtwinklig geschnitten. Hiernach schneidet 
denn ferner jeder andere Kreis (k, k'), der mit C zusammeugestellt die aufsere Symme- 
tralc zur Chordalen hat, oder was dasselbe heifst, der mit den beiden Berührungs- 
Kreise n C und C dieselbe Chordale hat, den Kreis « rechtwinklig nnd mithin (213) 
die Kreise y und y unter gleichem Winkel. 

Fig. 70. Es kann endlich noch Jei-, aus dem äufsern Symmetral-Puncte zweier der gegebenen 

Kreise ;- und y zu beschreibende, in dem Obigen x genannte, Kreis imaginär werden, 
wenn nemlicb einer der gegebenen Kreise y innerhalb des andern y liegt. Wenn nun, hei 
dieser Voraussetzung, der dritte Kreis y" nicht ganz innerhalb des Kreisesy liegt, so können 
wir /'einmal mit y, das andere Mal mit y zusammenstellen, und nach den obigen Yerfah- 
rungs - Arten darthun, daCs jeder Kreis , der mit dem Orthogonal-Krcise die äufsere Symme- 
tralc zur Chordalen hat, die gegebenen Kreisey, y und/' unter gleichen W^inkeln schneidet. 
Doch wenn auch der dritte Kreis /' ganz innerhalb des Kreises y liegt , so müssen wir in dem 
Beweise für diesen'Fall nothwendig zwei Kreise zusammenstellen, für welche der, oben x 
genannte, Kreis imaginär wird, und alsdann können die vorstehenden Beweis - Arten nicht 
mehr Statt finden. Wir können aber auf folgende W^else verfahren. Die beiden Kreise 
y und / haben, mit /' zusammengestellt, K zum Orrbogonal -Kreise. Es erhellt sogleich, 
daCs dieser Kreis, bei unserer Annahme, immer reell ist, während die bezüglichen Berllb- 
rungs-Krcise imaginär sind. Der Kreis K begegnet immer der äufsern Symmetralen von 
y, y und /' In zweien Pinnetcn, die durch M und M' bezeichnet sind. (Wir Üherzeugeix 
uns nemlich leicht, dafs, wenn von zweien Kreisen einer innerhalb desandernliegt, der äu- 
ßere Symmetral-Punct derselben immer Innerhalb jedes beliebigen Kreises fällt, der die- 
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selben rcclitwinkiig schneidet, claTs yx gröfser ist als j-O und kleiner als yO'.) Wenn wir 
irgend eine gerade Linie durch x, den äufsern Symmetral -Punct von y und y\ legen, ^ so 
schneiden sich die Tangenten in IN und N', in welchen Piincten diese Linien den Kreisen 
j- und y begegnet, auf der Chordalcn dieser Kreise, im | (173). Es liifst sich also durch 
N und N', ein Kreis § legen, der y und / rechtwinklig schneidet, und mithin die Cen- 
trale derselben (da nemllch y und y sich nicht schneiden) in denselben Puncten O und 
O' trifft, in welchen ihr der Orthogonal-Kreis K begegnet. Es ist also, um kurz zu seyn, 
nach einem bekannten Satze der Elementar -Geometrie: 

xO. xO- = «N. xN', 

xO. xO- = «M. M-, 

und also auch: 

xN. xN' = xM. -/M', 
woraus denn ersichtlich ist, dafs durch die vier Puncto M, M', IM und N' sich ein Kreis 
legen iafst, der, wie überhaupt Jeder Kreis , der durch die letztgenannten beiden Puncle 
geht, die Kreise y und / unter gleichen Winkeln schneidet. Da nun die gerade Lmic 
NN' jede beliebige Richtung b.iben kann, so ist allgemein bewiesen, dafs jeder Kreis, der 
durch M und M' geht, y und / und demnach alle drei Kreise /, y und y", unter gleichen 
Winkeln schneidet. 

315. Diejenigen Kreise, welche drei gegebene unter gleichen ^'\"inkeln schneiden, ord- 
nen sich immer p.iarwelse SO zusammen, dafs der Durchschnitts -W^inkel für die Kreise 
jedes Paares gleich sind oder einander zu n ergänzen. Je mehr der Dnrchschnitts-Winkel 
sich einem rechten nähert, desto näher rücken einander die beiden Kreise solcher Paare, 
bis sie endlich Im Orthogonal-Krelse zusammenfallen. Als solche Kreis-Paare sind auch 
die Beruh rungs-Kie ISO C und C der 65. 66. und 69. Figur anzusehen; in der Conslrnction 
der letztgenannten Figur sind die Durchschnitts -Winkel dieser Ki-else beide gleich n, in 
den andern Construclionen einmal gleich Null, das andere Mal gleich ?i zu nehmen. 

In den Constrnctionen der 65. und 63. Figur sind die beiden Bcrührungs- Kreise und 
zugleich der Orthogonal-Kreis reell und der Miltelpunct des letztern liegt zwischen den 
Mittelpuncten der beiden erstem. Der Durchschnitts- Winkel kann hier jeder belie- 
bige seyn. In der 69. Figur, wo der Orthogonal-Kreis imaginär wird (der Mittelpunct 
desselben fällt nicht zwischen C und C), gibt es offenbar ein Minimum der möglichen 
Durchschnitts -Winkel, und hierdurch ist ein Kreis bestimmt, in dem zwei jener Schnei- 
dungs-Krelse zusammenfallen. Zwei znsammengehörige dieser Kreise sind immer noch 
als conjugirte Kreise zo betrachten, aber rücksichtlich eines Kreises, der, weil ihr äu- 
fscrer Symmetral-Punct innerhalb derselben liegt, imaginär wird (l8ii). Je zwei sol- 
cher conjuglrter Kreise haben denselben Punct K zum äufsern Symmetral-Puncte, und 
alle haben dieselbe Chordale. Nehmen wir nun als erste Axe die gerade Linie, welche 
die Mittelpuncte alle derjenigen Kreise enthält, welche die drei gegebenen unter gleichen 
Winkeln schneiden, und als Änfangs-Ponct den Punct K, so haben die Gleichungen 
zweier conjuglrter Kreise, für welche wir G und C nehmen mögen, folgende Form: 

, , . ^ . y=-f-(x-«y = p'% ''= 

und zugleich ist: 

«p'+ «'(1 = 0, (») 

wo wir, da K In der Construction der 69. Figur äufscrer Symmetral-Punct ist, das ne- 
gative Zeichen nehmen müssen. 
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Fig. 65. Wenn w!r m der 65. Figiir durch K irgend eine gerade Linie legen, die Irgend zweien 

conjugivten Scbneidungs -Kreisen k und k' in A und B (Piincle, in denen die Tangenten 
nicht parallel sind} begegnet, so Ist das Product (KA. KB) constant und gleich dem Qua- 
drate des Badlus des Orthogonal- Kreises K, wie wir auch die beiden coni'uffir- 

Flg. 69. ten Kreise k und h' nehmen mögen. Für die Construction der 69. Figur, wo wir 
für die wiilkuhrlich durch K gelegte gerade Linie die erste Ase, und für die conjugirtcn 
Kreise die beiden Beriihrungs- Kreise C und C, nehmen, Ist jenes constante Product 
negativ, der Orthogonal -Kreis imaginär. Es ist aber, wenn wir die positiven x von Ä' 
nach A rechnen : 

KA. KB =. („-f-p)(„'_p'), 
und wenn wir entwickeln und zugleich die Ecdingimgs-Glelchimg (2) berücksichtigen: 

KA. Kit = aa—QQ\ 
Statt des Prodiictcs (KA. KB) können wir auch das Product (KA'. KB') nehmen und 
statt heider, jedoch mit negativem Zeichen das Qaadrat derjenigen Ordinate KL, welche 
auf der zweiten Axe durch einen heliebigen der beiden, (In der Figur pimctlrten) Kreise 
bestimmt wird, die über AB und A'B' als Durchmesser beschrieben werden können und 
die ebenfalls von C und C berührt werden. Wie wir nur zwei conjugirte Kreise neh- 
men mögen, derjenige Ausdruck, welcher (au — qq) ähnlich gebildet wird, ist ein r.onstan- 
ler und gleich (— kl'}- Sollen die helden Kreise in einen einzigen zusammenfJlen, für 
dessen Gleichung wir folgende nehmen wollen: 

so entspricht obigem Ausdrucke [a' — r^) und wir haben — 2 mithin: 

r=— a^ = kl'- 
Hieraus Ist ersichtlich, daCs der zu bestimmende Kreis, k, die zweite Axe ebenfalls im 
Puncte L schneidet und mithin durch die Durchscbnitts-Pcincte der, in der Figur panc- 
tlrten, Kreise geht, und da er iiberdiefs mit C und C die Symmetrale SS zur gemein- 
schaftlichen Chordalen hat, so ist er leicht zu constrniren. Die beiden punctirten 
Kreise werden, da sie von C und C berührt werden, von k unter demselben Winkel 
geschnitten, als die gegebenen y, y und f. Wenn wir den Winkel des Durchschnittes 
jener punctirten Kreise unter sich durch ro bezeichnen, so ergibt sich llir das gesuchte Mi- 
nimum der in Rede stehenden Durchschnitts-WInkcl: (- — ^) . 

Fig. 70. Wir wollen nun die Construction der 70. Figur, in der es einen Orthogonal-Krels, 

aber keine Beriihrungs- Kreise gibt, näher betrachten. Zunächs ist offenbar, dafs hier die 
äafsere Symmetrale SS der drei gegebenen Kreise y, y und y" sich, als ein Kreis von 
immer grofser werdendem Radius, unter diejenigen Kreise ordnet, welche die gegebenen 
alle drei unter gleichem W^Inkel schneiden. Als zugeordneter Kreis ist derjenige Kreis 
k" zu betrachten, der durch den Mittelpunct des Orthogonal-Krelses K geht. Dieser 
Kreis k" bezeichnet eine Gränze; nehmen wir nemllch den Mittelpunct eines Schneidangs- 
Kreises, von k" aus nach derjenigen Seite hin, auf welcher der Mittelpunct des Ortho- 
gonal-Kreises K liegt, beliebig an, so fällt der Mittelpunct des conjuglrten Kreises nach 
derselben Seite hin und zwar so , daCs K zwischen den Mittelpuncten der beiden eonjugir- 
ten Kreise sich befindet und der innere Symmetral-Punct ist. Solche zwei zugeord- 
nete Kreise schneiden also jeden der drei gegebenen unter Winkeln, die sich zu 
31 ergänzen. Das mtnimum des Diirchschnitls- W^inkels Ist der kleinere der NeheUi- 
winkcl, unter welchen die Symmetrale SS den gegebenen Kreisen begegnet; diesen Win- 
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kcl wollen wiri'to nennen. Nehmen wir den Mittelpunct eines Schneidnngs -Kreises von k" 
ans, nach derjenigen Seite hin, auf welcher K nicht licart, helichlg an, so fallt der Mit- 
lelpnnct des conjagirtcn Kreises nach derselben Seite hin, so dafs K äuCsercr Symme- 
tral-Punct wird. Je zwei solcher conjugirter Kreise schneiden mithin jeden der gegebe- 
nen unter gleichem \'Vinkel. Solche Kreise sind k und k'. Der Durch Schnitts- Win- 
kel wächst, indem wir den Mittelpunct des Schneidungs -Kreises sich immer weiter von K 
entfernen lassen Lis zu einer gewissen Gränze und nimmt dann wieder ab, indem er sich 
immer mt'hr (7t — co) nähert. Jenem Maximum, entsprechen zwei conjugirte Kreise, 
welche in einen einzigen zusammenfallen. Dieser Kreis, k"', ist offenbar derje- 
nige, welcher den Orthogonal -Kreis K rechtwinklig schneidet, und daher leicht zu con- 
struiren; sein Mittelpunct liegt in dem zweiten Durchschnitte des Kreises k" mit der ge- 
meinschaftlichen Centralen aller Schneidungs- Kreise. 

216. Wenn wir in den bisherigen Entwicklungen die Üufsere Symmetralc dreier ge- Fig. 65. 
gehener Kreise mit einer der innern vertauschen, so kommen wir zu ähnlichen Con- 
structionen. Wir brauchen hier nur anzudeuten, und wollen nur einen specicllen Fall 
hervortiebcn. In der 65. Figur ist mit den Kreisen y und ■/ ein Kreis y" zusammenge- 
stellt, der jeden der Berührnogs- Kreise C und C auf entgegengesetzte W^eise berührt 
als die beiden erstgenannten Kreise. Alsdann schneiden sich C und C und der Orthogo- 
nal -Kreis K in denselben beiden Punclen M und M'. Durch diese Pnnctc geht diejenige 
innere Symmetralc von y, y und y", welche den äufsern Synimetral - Punct von y und / 
enthält. Der Kreis k' schneidet die beiden Kreise y und y in zwei Puncten N' und N', 
die mit dem äufsern Symmetral- Puncto dieser Kreise, x, in gerader Linie liegen. Hier- 
nach schneidet k' die Kreise y und / unter gleichem Winkel, den wir w nennen wollen^ 
während er y" unter einem W^inkel schneidet, der jenen Winkel 01 zu 71 ergänzt. Der zu- 
geordnete Kreis k schneidet, im besondem Falle der Figur, die Kreise y und / unter ei- 
nem Winkel (71— lo) und den Kreis y" unter einem W^inkel w. 

Bei einer andern Gröfse imd gegenseitigen Lage der drei gegebenen Kreise zu einan- 
der, können zwei conjngirte Kreise, wie k und k' jeden der gegebenen statt unter Win- 
keln, die sich zu n ergänzen, unter gleichen W^inkeln schneiden. 

217. Wir wollen hier nun gleich die Conslruction folgender Aufgabe anschliefsen : Fig. 71. 

Einen Kreis zu beschreiben, der vier gegebene unter gleichem Winkel schneidet. 
Seyen y, y\ y" und y" die vier gegebenen Kreise; M"'M,^., M"IVI,_, M'M, nnd MM die 
äufsern Symmctralen von y, y nnd y ; y, y nnd /"; y, y" und /"; nnd von y y" und 7"; 
K'", K", K', und K die Orthogonal -Kreise jener vier Systeme von drei Kreisen. Die 
Symmetrale von y, y und y" schneide den bezüglichen Orthogonal-Kreis K'" in M'" und 
JVI,,,: diese Puncte sind alsdann zugeordnete Pole für den, in der Fignr punclirten, Kreis 
X, der aus dem äufsern Symmetral - Puncte von y und y so besehrieben worden ist, dafs 
er mit diesen Kreisen dieselbe Chordale hat. Die Symmetrale von y, y nnd /" schneide 
den bezüglichen Orthogonal-Kreis K" in M" und M^,; diese Puncte sind alsdann, wie 
eben, zugeordnete Pole für den Kreis a. Durch M'", M,,,, M" und M,, läfst sich also ein 
Kreis legen : dieser Kreis schneidet die gegebenen alle vier unter gleichem Winkel. Die 
Conslniction dieses Kreises, auf die wir später zurückkommen, ergibt sich hiernach auf 
der Stelle. 
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218. Nachdem wir uns m den letzten Nummern in einem Cychis von \a%aben und 
Constructionen orientirt haben, wollen wir min den Geg;cnstand durch Rechnung gcrade- 
ZQ angreifen. Zunächst nehmen wir die Aufgabe; 

Einen Kreis zu beschreiben, der jeden van drei gegebenen Kreisen unter einem ge~ 
benen Winkel schneidet. 

Seycn : 

(y-h)'-i-(x-a)' = r' , (0 

(y-R)'+(x-A)^ = R^; 
die Gleichungen der drei gcgchcncn Kreise, die der Ordnung nach unter den Winkeln w, 
Kp' and w" geschnitten werden sollen. Der Mittelpunct des gesuchten Kreises, dessen im- 
hckanntcn Radius wir ip nennen wollen, liegt alsdann {214, Anm.) zugleich auf folgenden 
drei Kreisen: 

(j--^)H-(s-«)' = ^^+,f+2(>f cos 0,, 

(y— b)=+(x— a)= = T''-i-<fi--h^rqi cos w , (i) 

er ist, mit andern Worten, der Chordal-Punct dieser drei Kreise. Nehmen wir für tp 
nach einander jeden beliebigen Werth, so stellen die Gleichungen (2) verschiedene Sy- 
steme dreier Kreise dar. Die Cliordal-Punete aller dieser verschiedener Systeme liegen 
in gerader Linie. Um diefs zu zeigen nnd zugleich die Gleichung dieser geraden Li- 
nie za entwickeln, wollen wir 

p=_(„^4-|35) = r=-(a'+b") = R'-(A'+ß=) (3) 

setzen, d. h. den Anfangs -Pun et der Goordinalen im Chordal-Piincte der drei gegebe- 
nen Kreise (l) annehmen. Ziehen wir nun von der ersten der drei Kreis -Gleichungen (2) 
nach einander die zweite und dritte ab, so ergibt sich mit Beriicksichtigiing der Bedin- 
gungs - Gleichung (3): 

Cb — .^iy-f-Ca— «)x = (p cos a — r cos m )y , 
(B— ,3)y-{-;A— «)s = (p CO.! ü> — R cosm')if ; 
und, wenn wir tjs climiniren, kommt als gesnchte Gleichung: 

_ ()(a— A)ct)j w-f-r{A — M)costo'+RC« — ^casoi' , 

^ ~~ e(b'^B)cosoH-ri;ll— |8)co5to'-f-R((3— b)cojw" ^' ^*^ 
Auf der durch diese Gleichung dargestellten geraden Linie liegt der Mittelpunct des 
gesuchten Kreises. Solcher Kreise sind zwei möglich, nur müssen wir hierbei nicht au- 
sser Acht lassen, dafs einer dieser Kreise oder auch alle beide solche seyn können, wel- 
che die gegebenen Kreise unterWinkeln schneiden, die alle drei Winkel w, to nnd ra" zn 
71 ergänzen, denn die Gleichung (ii) ändert sich nicht, wenn wir zugleich die Zeichen al" 
ier Cosinus ändern. 

Setzen wir w = w' = w", so verschwinden aus der letzten Gleichung die Winkel- 
Functlonen ganz, und wir erhalten die 5. Gleichung der i53. Nummer, die Gleichung der- 
jenigen geraden Linie, welche die Wittelpuncte zweier Beriihrungs - Kreise enthalt. Diese 
gerade Linie ist also der geometrische Ort für die Mittelpuncte aller Kreise, welche die 
drei gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln schneiden. 

Wenn wir Nenner und Zähler des Coefficientcn von x in der Gleichung (4) durch 
cos eil dividiren, so kommen wir zu einer Gleichung, die, rück sichtlich der Wlnkel-Func- 

tionen, nur die Onotlenten ^2Üi und ^21!!L. enthalt: Hieraus erhellt, dafs die Gleichung 

*■ cos Vi cos 0) 

dieselbe bleibt» wie wir auch die Winkel Wj vi und w" annehmen mogf-n, so lange nur 
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niilgen, so lange not jene Quoiienlcn, die wir darch fi und v bezeiclincn wollen, skh nicLt 
ändern. Die Gleichung (i|) ist also der Ort fdr die Mittclpuncte aller derjenigen Kreise, 
welche die drei gegebenen Kreise unter Winkeln scheiden, deren Cosinus sich verhal- 
ten wie 1 : ?t ; v. 

919. ^Venn wir, äWlich wie in der igS. Nummer, als erste Asc diejenige gerade 

Linie nelimen, welche durch die Mittelpuncte <ler beiden zu construirendcn Kreise geht, 

so sind die Gleichungen dieser Kreise von folgender Form: 

und wenn wtr als zM-elte Axe der Chordale dieser Kreise nehmen, so findet zwischen den 
Constanien ihrer Gleichungen überdieCs noch folgende Beziehung Statt: 

R'— A^ = R'^— A'^. (») 

Es scyen femer die Gleichungen der drei gegeben Kreise, die wir in der vorigen Num- 
mer durch (1) dargestellt haben, nun folgende: 

(y-ßy-i-iK-u-y = q"\ 

Diese drei Kreise werden in einem Falle von beiden Kreisen (l) unter den gegebenen Win- 
keln la, 10 imd ra" , oder von beiden unter denjenigen Winkeln geschnitten, die die gege- 
benen KH 71 ergUnzen; im andern Falle werden sie von einem der Kreise (1) unter den gege- 
benen Winkeln," von dem andern unter den Ergänzungs - Winkeln geschnitten. In dem 
einen Falle haben wir, wenn wir den ersten der Kreise (3) betrachten: 

nnd wenn wir abziehen und auf (2) Rücksicht nehmen, kommt: 

(A'—A)« = + (R — R)pcos&i. 
In dem andern Falle ergibt sich auf ähnliche Weise; 

(A'—A)« = + CR'+R)iJC05w, 
und wir haben also, indem wir beide Fälle zusammenfassen; 
p cos (o _ _ A'—A 

In Beziehung aut den zweiten nnd dritten der Kreise (3) finden wir fiir : — und 

£-— ,; — denselben Ausdruck, so dafs also: 

5 cos cu p' coj Ol 
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ftp cos<o = a(tcasw, «p cosia =: tt QCOSa, «p cosvy = u q cosi 
nnd mithin verschwinden die Ausdrücke: 

«p' COS. CO — ■ aQCOSia a^'cosa — a'iocosaj ß'p" cosco" — «"p cos (o 
q' Costa — (icosto q" coso)" — (i cos 10 p" cos 01" — q cosd 

d. h. die Abscissen dreier SymmeLral-Puncte derjenigen drei Kreise, die ans den Mlttel- 
puncten der gegebenen mit den Pvadien p coso}^ p' cos o>' und q" cos a>' beschrieben wer- 
den können. Diese Symmeiral - Puncte liegen also auf der Chordalen der beiden Kreise 
(1), die mitbin eine Symmelralc der eben bezeichneten drei Kreise ist. Im Falle dafs die 
Winkel a>, w und w" alle drei gröfser oder alle drei kleiner als - sind, ist diese Symnie- 
trale eine äufsere, sonst eine der inncrn, die wir sogleich unterscheiden. 

16 
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Aebnlich wie in der vong^n Nummer, ftrkennen wir, dafs auch die Änsdmcke (4) die- 
selben bleiben, so lange das Yerbältnifs der Cosinus der Scbneidungs- Winkel sieb nicbt 
ändert. Dieses Vcrbälinifs scy. 

l: ^i.■. V, 
so dafs die drei Cosinus durch folgende Werthe dargestellt werden können: 

f, fft, iV, 

indem wir durch * beliebige Werthe bezeichnen. Nehmen wir * immer kleiner , sonäbcrtsich 
der Schneidimgs-Kreis immer mehr dem Orthogonal-Krcise , der dem Uebergange von 
positiven "Werthen von * zu negativen Wcrlhen entspricht. Dieser Kreis hat also mit 
allen in Rede sichenden Schncidungs-Krciscn die eben näher bestimmte Symmetrale zur 
gemeinschaftlichen Chordalen. Ilieraaeh ergibt sich folgende Construction der Aufgabe, 
einen Kreis zu beschreiben, der jeden von drei gegebenen Kreisen unter einem gegebenen 
Winkel sehneidet (wobei auch an die Steile aller drei gegebenen Winkel die Nebenwin- 
kel derselben treten können); 

„Man verkürze den Piadius jedes der drei gegebenen Kreise im VerhUltnisse von Ems 
„zum Cosinus desjenigen Winkels, unter welchem derselbe geschnitten werden soü. Für 
„die drei neuen, auf diese Art bestimmten, Kreise conslruire man die aufsere Symmetrale, 
„wenn die gegebenen Winkel alle drei gröfser oder alle drei kleiner sind als — , sonst dic- 
„jenige innere Symmetrale, welche durch den äufsern Symmetral - Punct derjenigen beiden 
„(zuvor verkleinerten) Kreise geht, die unter den beiden der gegebenen Winkel geschnit- 
„ten werden sollen, welche beide kleiner oder beide aröfscr sind als — . Man construirc 
„■ferner für die drei ursprünglich gegebenen Kreise den Orthogonal-Kreis- Diejemgen bei- 
,,dcn Kreise, welche alsdann mit diesem Orthogonal-Krcise jene Symmetrale zur gemein- 
„schaftlicben Chordalen haben, und tiherdiefs einen beliebigen der drei gegebenen Kreise 
„unter dem gegebenen Winkel schneiden, siud die gesuchten." 

Die Determination liegt in der Möglichkeit derjenigen Aufgabe, auf welche die ur- 
sprüngliche zurückgeführt worden ist. *) Der Orthogonal Kreis kann imaginär werden 
(sein iVadius unier der Form Rv^Z!^ erscheinen) und doch die Aufgabe möglich bleiben. 



I Um uns nicht zu unlerfireclici) , dcitle ich dje Conslruclion dieser Aufgabe nur beiläufig 
nach der gewöhnlichen analytischen BeiianJIungs -Weise an. Setzen wir nPm'Irb <!cii An- 
fangs-Punct der Goordinaten in deu Tufs-Puiict des vom Chordal-Pimele der gegebenen 
Kreise auf die im Texte bezeichnete Symmetrale, gefällten Perpendikels und nehmen die Sjmmc- 
trale seihst zur zweiten Ase, so ist die Gleichniig des Orthogonal-Kieises folgendes 

J«^-(s_A)it = R% 

wo A die Abscisse des Chordal - Punctes bezeichnet, und K* sich auf bekannte Weise bc- 
sJinimt, der Orthogonal-Kreis mag reeli oder imaginär seyn. (Einmal ist R^ das Quadrat ei- 
ner Tangente, das andere Mal ( — R = ) das Quadrat einer halben Chordc). Die Gleichung 
eines Kreises, der mit dem Orthogonal -Kreise die zweile Ase iiir Chordalen hat, ist von 
derselben Form: 

y=-(-(x-a)* = r% (a) 

und zugleich ist, ganz allgemein und auch fiir de« Fall, dafs der Ortliogonat-Kieis imagl- 

Rä_A^ = vs—aa, Cb) 
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220. Wir können die eben Jjehandelte Aufgabe auch dahin ausdehnen , dafs die Durch- 
schnitte des gesuchten Kreises mit den gegebenen, zum Thelt oder alle, imaginär wer- 
den; indem wir nemlich die Cosinus der gegebenen Durchschnitts- Winkel griifser als Eins 
nehmen, ihnen aber immer noch einen bestimmten Werth beilegen. Hierdurch ^vird eine 
Beziehnng der Lage nnd.Gröfse des verlangten Kreises zu der Lage und Gröfse jedes der 
gegebenen Kreise angegeben, die wir nach der Note zur 213. Nummer geometrisch leicht 
näher bezeichnen können. So lange das Verhältnirs der Cosinus, sie mögen alle oder zum 
Theil auch grüfser als Eins, mithin blofs fictiv seyn, folgendes bleibt; 

1 : /( : V, 
so lange liegen die Mittelpuncte der gesuchten Kreise auf der durch die in der 218. Num- 
mer entwickelten Gleichung dargestellten geraden Linie. 

In die anf diese Weise erweiterte Iveibc von gesuchten Kreisen ordnet sich jedesmal 
auch die In der vorigen Nummer bezeichnete Synimetrale, und wenn diese den Orlho- 
gonal-Kreis nicht schneidet, gehören hierhin auch zwei Puncte. 

221. Wir wenden uns sebliefslich nun zu folgender Aufgabe : 

Einen Kreis zu Beschreiben, der vier gegebene Kreise unter Winkeln schneidet, de- 
ren Cosinus in einem gegebenen Kerkällnisse l : ^i : v. q: stehen. 
Seyen: 

Cy— (5)^-4- (s—«)^ = ?% 

(y-,3y-H(K— «y = e% 
Cy-/s'?-Kx— «y = e"S 

die Gleichungen der vier gegebenen Kreise. Wir wollen ferner den Radius des gesuch- 
ten Schneidongs -Kreises durch tp, und die Winkel, für welche das Yerhaltnifs der Co- 
sinus gegeben ist, durch co, <o', w" und lo'" bezeichnen. Alsdann Hegt der Öliltelpunct des 
zu construirenden Kreises zugleich auf folgenden vier Oertern: 

{y-i? Y-\'{x-a )' + p =-(-9'-f.2p ff cos w , 

(y—ß' )--f-Cx-tt f = p =-H7)^-f-2iy' (f cos <o , 

{y~ß'y-\-{x~-uf = Q^+'f~{-lQq,cosm, 

(y— /5"T+(x— «"y = p"''-t-9.H-2e">f050)"'. 
Nehmen wir die Differenz je zweier dieser vier Gleichungen, und setzen zugleich der 
Kurze halber; 

p._(„H-ffl = i, (■■>_(«''+,9'=) = I', (,"'_(«"=+^'') = r, f -{.«"'+?■') = r , 

SO kommen wir zu folgenden sechs linearen Gleichungen: 

^{ß —ß)j-i-2(K — «)x-t-|'— I = 2(p COS w — p' cos Ol' >-/>, 

2C^"— i?)y-4-2(«"— B)x-Hg"— I = afp C05W— p"cosw")9, 

ä(|S"'-!3)y-(-2C«"— a)x-Hr— S = 2(9 cos w— p"VoSw">, 

2C/3" -i^' )y-h2(B" —«' y-H" — S' = 2(0 cos w' -p ■ cos co" )<p , 

2{ß"'-^)y-hi(«"~ay-hT'—'^' = 2(?' COSw'—Q'"cosoi")<f, 

2(r-^")y+2C«"'-«")s-f-§"'-S" = 2(?" cosm—f cosoi")<f. 

Soll ferner itr durch (a) darge?lellle Kreis, <3en ersten der gegebenen (3) unter dem gege- 
beneu Winkel ü> schneiden, so ist! 

j3^-f-(«-a)= = r^-Hp^'+arpcMM. (c) 

Die beiden Gleichungen (b) und (c) fülirenj um r und a zu bestimmen, lu leicht construlr- 
bare» quadratischen Gleichungen. 
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"Wir wollen, zum Ecliiii lüt'r Kiirzp, die Ausdrücke in y, 3 und gegebenen Gröfscn, 
die wir für (p aus den letzten sechs Glpichnngcn erhalten, durch A, A» , Aj, Ag, A^ und 

Aj darstellen. Diese sechs Symbole können -^ = 15 Mal, paarweise genommenj einan- 
der gleich gesetzt werden, und so kommen wir zu folgenden Gleichungen: 
A — Ai = o, A — A.^ = o , ' Ai— A, = o ; 

A — A; = o , A — A;^ = o , Aj— A.^ =s o ; 

Ä^— A; = 0, Ai — Aj = 0, A, — Aj = o; (i) 

Aj — A4 = o, Ää — Aj = o, A,^ — Aj — o; 

A — A5 = o, Ai — Ai, = a, A; — Aj = o. 

Die in diesem Schema zusammeugesteUtcn Gleichungen enthalten nicht mehr <p, sind 
nicht mehr unmlttelhar von den Cosinus der Winkel w, w', u" und w", sondern Llofs von 
den Quotienten je zweier derselhcn abhängig, und stellen also, da diese Quotienten gege- 
ben sind, construirbarc gerade Linien dar. 

Die in jeder der vier ersten Reihen dos letzten Schema's enthaltenen di-ei Gleichungen 
sind identisch und haben, entwickelt, die Form, der 4. Gleichung der 218. Nummer. Sie 
stellen die vier Oerter für die Mittelpuncte derjenigen Kreise dar, welche den ersten, 
zweiten und dritten; den ersten, zweiten und vierten; den ersten, dritten und vierten; den 
zweiten, dritten und vierten gegebenen Kreis, der Ordnung nach, unter Winkeln schnei- 
den, deren Cosinus sich verhalten wie; 

1: fii V, 1: ft: p, l: v: p, p: v. p. 

Diese- vier Oerter, die gerade Linien sind, schneiden sich in demselben Ptincte. 
Dicfs ist sogleich ersichtlich, denn, in folgenden Zusammenstellungen z. B: 
A— Ai = o, A— A, = o, Ai— Ai ^ o; 

A — Aj = 0, A — A4 = o, A3 — A4 = o; 

bedingen zwei Gleichungen die dritte; es gehen also die beziigllchen geraden Linien, ein- 
mal die erste, zweite und dritte; das andere JMal die erste, zweite und vierte, mithin alle 
vier durch denselben Punct. Dieser PuncL ist der Mittelpunct des gesuchten Kreises, 
der die gegebenen unterWinkeln schneidet, deren Cosinus sich verhalten wie 1: /t; v; p. 
Denn ein Kreis, der aus diesem Puncte, als Mittelpuncte, beschrieben wird und die drei 
ersten Kreise unterWinkeln schneidet, deren Cosinus sich verhalten wie 1: /*: v, schnei- 
det, well er ebenfalls ,auf der letzten der vier zusammenlaufenden geraden Linien liegt und 
schon den zweiten und drillen Kreis unter Winkeln schneidet, deren "Verhältnlfs /i: v ist, 
den vierten gegebenen Kreis so, dafs die Cosinus der Schneidongs- Winkel für die letzten 
drei Kreise sich verhalten wie /*■■ v. q.*) 

Der gesuchte Kreis selbst ist hiernach leicht zu constrniren, es kommt nur noch 
d^auf an, aus einem bestimmten Puncte derjenigen geraden Linie, welche die Mittel- 
puncte aller Kreise enthalt, welche drei der gegebenen unter Winkeln schneiden, deren 
Cosinus in gegebenem Yerhältnlsse stehen, einen dieser Kreise zu beschreiben, nnd die 
219. Nummer führt diese Construction auf folgende zurück: aus einem gegebenen Puncte, 
als Mittelpuncte, einen Kreis zu besehreiben, der mit einem gegebenen Kreise eine be- 



*) Die in der 5. ßcüie des Schema's (l) msammciigestelllen drei Gleichungen be^cicbnea gerade 
Linien, deren geometrische Bedeutung sogleich erhellt, und die sich Iciclit, durch Bestimmung 
von zwei Puncten, conslruiren lassen. Diese drei Liuiea gehen ebenfalls durcb den Mittelpunci 
des gesuchten Scbiieidungs -Kreises. 
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kannte gerade Linie zur Chordalen hat. In der Möglichkeit dieser letzten Constmclion 
liegt die Dcteroiiaalion unserer Aufgalie. Da wir auf vierfache Weise die vier gegebenen 
Kreise zu drei zusammenstellen können, so können wir auch vier Kreise bestimmen und 
vier gerade Linien, welche die Chordalen dieser vier Kreise und des gesuchten Kreises 
sind, im Falle lauter -wirklicher Durchschnitte können wir also acht Puncte heslimmen, 
die auf demselben, dem gesuchten, Kreise liegen. Dieser Kreis ist immer reell, wenn 
auch nur eine einzige jener Chordalen dem heziiglichen Orthogonal -Kreise begegnet. 

"Wir müssen ferner auch darauf aufmerksam seyn, dafs der gesuchte Kreis reell seyn 
kann, ohne dafs er den gegehenea allen oder aoch nur irgend einem derselben be- 
gegnet (220). 

In dem Bisherigen liegen die Elemente zu verschiedenfach modificirlcn Conslructionen 
unserer Aufgabe. Wir heben die folgende hervor: 

„Man construirc für zweimal irgend drei der gegebenen vier Kreise den Orthogonal- 
„Krcis; man verkürze ferner, indem man den Piadius des ersten gegebenen Kreises beibe- 
„hält, die Radien des zweiten, dritten und vierten Kreises in den Verhältnissen l;/(, 
„I : y und 1: q; nnd construirc für die beiden Systeme von drei neuen Kreisen, die dcn- 
^jenigen entsprechen, für welche wir eben den Orthogonal - Kreis conslruirt haben, die 
„äufsern Symetralen. Dcrienlge Kreis, welcher alsdann mit den beitlen Orthogonal- 
„Krciscn diese beiden Symetralen zu Chordalen hat, ist der gesuchte." 

222. Die in der vorigen Nummer behandelte Aufgabe gestattet nur eine einzige Auf- 
lösung, so lange wir die Durchschnitts-Winkcl stets auf die früher festgesetzte W'eise 
nehmen. Nehmen wir aber willkiihrlich jene Durchschnitls-W^nkct oder ihre Mebenwin- 
kcl, so erhallen wir acht Auflösungen, weil das gegebene Verhaltnifs: 

%: fi: v: p, 
durch Zeichenänderung der einzelnen Glieder acht Falle einschliefst. Einmal können 
wir nemlich alle Glieder mit demselben Zeichen nehmen, viermal drei mit demselben 
und das vierte mit verschiedenem Zeichen, und dreimal zwei und zwei mit gleichem 
Zeichen. Die Modilication obiger Construction für die einzelnen fälle bestehen einzig in 
der Ycrtauschung äufser^r Symmetralen mit Innern. 



22.^. Die Construction der 221. Nummer schliefst, als besondern Fall die Construc- 
tion desjenigen Kreises in sich, der vier gegebene unter gleichen "Winkeln 
schneidet, und kommt alsdann auf die 217, Nummer hinaus. Hier können wie aucli 
auf folgende Weise verfahren: 

„Man construire für jedes zweier Systeme von drei gegebenen, beliebig zusammcrtge- 
',stellten, Kreise die beiden bezüglichen Berührungs -Kreise.- Der gesuchte Kreis hat als- 
„dann mit den beiden Berührungs-Kreisen jedes Paares dieselbe Chordale, und ist init- 
„hin leicht zu beschreiben," 

Die Lage des Mittelpunctes des gesuchten Kreises, rücksichtlich der Mittelpnncle der 
Bcriihrungs- Kreise jedes beliebigen Paares, besticiiiit, ob der Durchschnitts- W^inkel ein 
reeller ist oder nicht 

224. Wenn wir, indem wir bei der Construction der 7I. Fig. stehen bleiben, aus dem Flg. '. 
äufsern Symmetral-Puncle der Kreise •/ und y einen Kreis x beschreiben, der mit diesen 
beiden Kreisen dieselbe Chordale hat, so schneidet derselbe den Orthogonal-KreJs K"' 
von y, i and y" unter rechten Winkeln, uud ebenso jeden andern Kreis, der mit K'" 
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eine gerade Linie, die, wio M"'M,.,, durcli jenen Synimclral-Piinct gett, zur Chordalenhnt, 
also- auch den gesuchten Kreis C. Solcher Kreise, die dem Kreise x entsprechen, giht 

es im Allgemeinen -^ = 6, und diese sechs Kreise können wir auf -^— ^ — = 20verschie- 
" 1.2 ' 1.2.3 

denc Weisen zu drei comliiniron. Die drei Kreise von vier dieser Comhinationen habcit 
eine gemeinschaftliche Chordalc, welche durch den Mittelpunet des gesuchten Kreises 
geht; fiir jede der ührigen Comhinationen von drei Kreisen, können wir den gesuchten 
Kreis, als Orthogonal -Kreis, construiren. Nicht auf der Realität des Kreises ^ nnd der 
entsprechenden, sondern in der Realität des Orthogonal -Kreises, hcruht die Mögliclifeeit 
der Aufgahe, die sogar immer Statt hat, wenn einer oder mehrere Kreise, die k entspre- 
chen, imaginär werden. Hieraus ergibt sich folgende Construclion eines Kreises, der 
vier gegebene nnter gleichen Winkeln schneidet: 

„Aus den äufsern Symmetral-Punclen von drei, beliebig unter den gegebenen Kreisen 
„zufi amm enge st eilten , Paaren, die jedoch alle vier gegebene Kreise enthalten müssen, 
„beschreibe man drei Kreise, die mit den bezüglichen gegebenen dieselbe Chordale haben. 
„Der Orthogonal - Kreis des Systems dieser drei Kreise ist alsdann der gesuchte Kreis." 

295. Wir können die letzten Constructionen ganz auf dieselbe Weise, wie wir es In 
Beziehung auf das Problem der Tactionen gethan haben, unmittelbar auf die entsprechen 
den Aofgaben übertragen, wo Puncte nnd gerade Linien an die Stelle eines oder mehre- 
rer der gegebenen, nnter gleichen Winkeln zu schneidenden, Kreise treten. Wir verwei- 
len hier nicht bei diesen leichten Uebcrtragnngen. 
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Dritter Abschnitt, 



Zur Theorie der Linien zw eil er Ordnviiig. 



33G. Jpde einzelne Linie, die dnrcli elnn Glcicliung vom zweiten Gr.i<le zwischen 
1 veränderlichen Gröfsen dargestellt wird, pflegt man mit dem Namen : „Linie des 
zweiten Grades" oder „der zweiten Ordnung" zu bezeichnen. In der analytischen 
BeKandlaiig können wir daher alle diese olnaelnen Linipn, die eine besondere Classe von 
Curven bilden, durch die allgemeine Gleichung vom zweiten Grade zwischen y und x ver- 
treten lassen, also dureh folgende Gleichung: 

Ay^-t-Bxy-J-Cs'4- Dy + Ex-f-F = 0, 
wo A, B, C, D, E und F unbestimmie constante Corl'iicienlen bedciUen, denen wir erst 
bestimmte Wertbe beilegen für eine bestimmte, für eine gegebene Curve. Indem wir nun 
diese Gleichung behandeln und die Resultate, zu denen wir kommen, geometrisch deuten, 
gelangen wir zu den Eigenschaften der Linien zweiter Ordnung, Diese Eigenschaften er- 
scheinen unter sehr verschiedenen Modificationen , je nachdem wir die Coofficienten obi- 
ger Gleichung bestimmen; da aber alle besondern Gleichungen desselben Grades gewisse 
characteristische Eigenschaften (was z.B. die Zahl der Wurzeln nnd die Beziehung dersel- 
ben zu einander betrifft) gemein haben nnd diesen Eigenschaften eine geometrische Be- 
deutung entspricht, so durchblickt man leicht den Grund, warum die Eintheilung der Cur- 
ven nach dem Grade der Gleichungen, durch welche sie analytisch ausgedrückt werden, 
eine der Natur der Cnrven selbst angemessene ist. Diese Eigenschaften der Curven sind 
unabhängig von irgend einem bestimmten Coordinatcn- Systeme, und so ist denn anch 
aus dem eben Erwähnten a priori ersichtlich, dafs der Grad der Gleichimg ein und 
derselben Curve sich nicht ändern kann, wenn wir dieselbe anf verschiedene Systeme ge- 
radliniger Coordinatcn-Asen beziehen. 

227. Den Einthellungs-Grund für die Linien des zweiten Grades In Arien wollen 
wir wiederum in den besondern Formen aufsuchen, unter welche dieselben vermittelst 
Coordinaten-Umformung gebracht werden können. Diese Methode scheint mir vor allen, 
andern den Vorzug zu behaupten. 

Die Verwandlung der Coordinatcn zerfällt In zwei wesentlich von einander unabhän- 
gige Operationen: in die Verlegung des Anfangs -Punctes der Coordinatcn mit Beibehal- 
tung der Bichtung der Axen, und In Veränderung der Axen -Richtung, indem der An- 
fangs -Punct der Coordinatcn unvcrrückl bleibt. Wit wollen also sehen, welche X''or- 
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men die allgemeine Gleiclinng des zwcitnii Grades annehmen kann, YMmlttelst jener ivne- 
fachen Coordinateii-Vcrau(l.ti'itng. 

Statt der ohigeii allgemeinen Gleichung <Ies zweiten Grades Avollen wir in der Folge 
nns vorzugsweise der folgenden bedienen ; 

^ y^4-2''xy-J-j3xM-97}--f-2f)-x-^f == o, 

die, indem wir den Coefiicienlen des ersten Gliedes durch Division fortgeschaltt haben, 
nichts von ihrer Allgemeinheit verloren hat, und in der 2«, j5, 2y, 2ä und i wiedcruni 
unbestimmte Coefücicnten sind, wo der Factor 2, wo er vorkommt, mir der Symmetrie 
in den folgenden Eotwicklnngen wegen, hinzugefügt worden ist. 

§• 1- 

Verlegimg des Anfangs -Pimctes der Coordinaicn. Discussion aller einzelnen 
Fälle, welche die allgemeine Gieidmng umfafst. 



228. Sey also: 

y'-t-2tGty-f-jSx'-f.237+2tfx-H = o (i) 

die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung auf irgend ein hciiehlges, rechtwink- 
liges oder schiefwinkliges, Coordinaten- System bezogen. Sind alsdann y' und x die 
Coordinaten eines Pnnctes, über dessen Lage wir einstweilen noch keine nähere Bestim- 
mung machen, so brauchen wir blofs in die Gleichung (l) 

y+y' statt y, und x-f-x' statt x, 
zu subslituiren , um die bezugliche Curve auf ein neues Coordinaten -System an beziehen, 
dessen Axen den frühern parallel bleiben, dessen Anlangs - Punci aber in den Punct (y',x') 
verlegt ist. Auf diese Weise erhalten wir: 

y'-4-2«xy-+./3x^-t-2(y'+ttx'-fj')y-i-9(«y'-H,9x'-I-d)s 

-f-{y=-+-2«s'y'4-^x''+2)'y'+2Jx'+0 = o. («) 

wm^*'* ?''**^ Wir bemerken zuvörderst, dafs diese tA.Hffgjdcrnng sich nur auf die Coefficienten von 

y und X und auf das consfante Glied erstreckt. Durch eine schickliche Annahme von y* 
und x', d. h, indem wir die Lage des neuen Anfangs -Punctes gehörig wählen, können 
wir im Allgemeinen jene beiden Cocflicleuten, oder auch jeden einzelnen derselben und das 
constante Glied verschwinden lassen. 

23<>» Damit die Coefficienten von y und x in der umgeformten Gleichung verschwin- 
den , müssen w y und x' so nehmen , dafs die beiden Gleichungen : 
y'4-«x-H3. = 0, 
af-f-ßx-i-S =0, ^' 

befriedigt werden. Da diese beiden Gleichnngen linear sind, so gibt die Elimination nie- 
mals imaginäre TVortbe für y' und x'; diese Werthe können aber linendiicb und unbe- 
stimmt werden. Eliminiren wir wirklieb, so kommt: 

, _ ßy~aS . _ S—uy 

Weil wir den CoefScienten des ersten GKedes der allgemeinen GIcicbnng des zweiten 
Grades auf Eins gebracht haben, ist nicht sogleich ersicbthch, welche Form die letzten 
Ausdrücke annehmen, wenn jenes erste Glied fehlt. Für diesen Fall ist die allgemeine 
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Glciclianp;, naclidem wiederum alle Glieder derselben durcli den Cocfllcientcn vnii ni ilt- 
vklirt worden, unter folgender Form; 

die Gicichnngen (3) verwand(;ln sicli hiernach in : 

x'-t-y = o , y'H-2;3x'-f-i5 = O , 

und mitLin kommt: 

x = — y, y'=2ßy—ö: 

Wenn endlich auch ß Null ist, also auch das nilL x' hehaflete Glied ausfällt und die 
Form der Gleiclmng; folgende Ist: 

so ergibt sich : 

X - — j', y' = _.J, 

230. Für die in der vorigen Nummeir bestimmten Werlhe von y' nnd x' verschwinden aus 
der Gleichung (2) diejenigen beiden Glieder, welche die ersten Potenzen der veränderli- 
chen Gröfsen enthalten. Zugleich bekommt das von denselben unabhängige Glied einen 
bestimmten Werth, den wir dnrch die Cocflicienten der ursprünglichen Gleichung (i) aus- 
drücken kijnnen. Äddircn wir zu diesem Ende die ersten Theile der heidcn Gleichungen 
(3), nachdem wir zuvor die eine mit y', die andere mit x' multiplicirt haben, und ziehen 
den auf diese Weise erhaltenen Ausdruck von Jenem constantcn Gliede, nemlich von: 

y''-f-2ftx'y''+-^x'^-J-ayy'-H2d"x'H-£ 
ab, so vereinfacht sich dasselbe, so dafs wir blofs: 

yy'-i-3x'-]~s 
übrig hehaltcn. 

Subsliluiren wir in diesem Ausdruck die eben entwickelten Wcrthc von y' "ud x', so 
kommt, AVGnn wir Alles auf gemeinschaftlichen Nenner bringen: 

u-^-ß 
und diesem Ansdrncke können wir auch folgende Form geben: 

" ~^. 
Es verwandelt sieh also die Gleichung (i), indem wir den Anfangs - Punct der Goot- 

dinaten in den Pnnct (y, x') verlegen und, der Kürze halber: 

a'^ß 
setzen, in folgende Gleichung: 

y'+2«xy+(3s'4-£' = O. (S) 

Diese Umformung kann immer Statt finden und die ungeformte Gleichung dieselbe 
Curvc noch immer wirklich darstellen, wenn die Werthe von y' und x' nicht unendlich 
werden, und sie kann immer nur auf eine einzige W^eise geschehen, wenn diese W^erthe 
nicht nnbestimmt werden. Diese beiden Fälle, denen beiden die Bedingung: 

entspricht, wollen wir für den Augenblick ausschliefsen und spater besonders betrachten. 

231- Ziehen wir durch den neuen Anfangs -Punct der Coordinaten irgend eine ge- 
rade Linie, deren Gleichung also von der Form: 

y = *"^» 

ist, so finden wir für die gleichnamigen Coordinaten der Durchschnitte dieser geraden Li- 
nie mit der Linie zweiter Ordnung gleiche und entgegengesetatc Werthe. Substitniren 

IT 
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wir den AVcrtli von y, den die letzte Gleichung gibt, in die nmgcformtc Gleichung Curve 
(5), so linden wir 

für die Abscisseii der Dnrclisclinius-Pnncte, und hieraas die entsprechenden Werthe von 
y, indem wir mit x mnliipliciren. Es wird also im Allgemeinen jede, von der Curve he- 
gränzle gerade Linie, die durch den neuen Anfangs - Pun et der Coordlnalcn geht, in die- 
sem Puncte halbirt. Dieser Piinct, mit andern Worten, ist der Mittelpunct derCnrve. 
Jede gerade Linie , die durch den Mittelpunct geht, hcifst ein Durchmesser, 

232. Die ehen gefundenen beiden gleichen nnd entgege setzten Werthe von x sind 
nicht immer reell. Wir wollen die einzelnen Fälle, denen eben so viele Unterarten von 
Linien der zweiten Ordnung entsprechen, ansfiihrlichcr behandeln. Es kommt hierbei 
Alles auf das Zeichen des Ausdrucks an, ans dem die Quadrat-W^orzel gezogen werden 
mufs, nnd also zunächst auf das Zeichen des Nenners 

dessen Werlh sich ändert, wie wir die ßichlang der geraden Linie, die durch;; bestimmt 
wird, sich ändern lassen. Nach einem, aus der Theorie der quadratischen Gleichungen 
hekanntem, Satze bleibt dieser Ausdruck, wie wir auch x annehmen mögen, immer posi- 
tiv und kann auch nicht Null werden, wenn die Factoren vom ersten Grade, in die sich 
derselbe zerlegen läfst, imaginär sind. In seine Factoren zerlegt, nimmt aber dieser Aus- 
druck folgende Form an: 

und die Imaginarität der Factoren wird durch die Bedingung : 

u'—ß < o 
angezeigt. In diesem Falle entscheidet also blofs das Zeichen des Zählers über die Rea- 
lität von X, Ist (' positiv, also: 

Crf-"7)'+(«'-^(t-y') < o, 
so begegnet keine einzige gerade Linie, die durch den neuen Anfangs-Punct der Coordina- 
len geht, der Ciirve; diese Curve ist also imaginär. Ist *' negativ, also 

{5—wi')^-H<^^—ß)U—r'') > o, 

so begegnet jeder Durchmesser der Curve, welche Richtung er auch haben mag, und 
zwar immer, da der Nenner des Werthes von x nicht Null werden kann, in einer end- 
lichen Entfernung. Die auf diesen Fall sich beziehende Curve ist also eine nach allen 
Seiten hin hegränzte, in einem endlichen Räume enthaltene, und heifst Ellipse. 

23S. Dem andern Falle, dafs die Factoren des quadratischen Ausdrucks: 

reell sind, entspricht die Bedingung: 

Bei dieser Voraussetzung gibt es für x zwei Werthe , nemlich 

— «-f- Vtt.-'-ß, — «- K^^, 
von Welchen Jeder jenen Ausdruck auf Null reduclrt , so dafs also die Abscissen und Or- 
dinaten der bezüglichen Durchschniile unendlich werden. Nimmt man den Werth von x 
so an, dafs er zwischen jene beiden eben bezeichneten W^erthe fällt, so wird der Nenner 
im Ausdrucke für x negativ; nimmt man hingegen x entweder kleiner als jene beiden 
"Werthe, oder gröfser als beide, so wird derselbe positiv. Bei der ersten Annahme gibt 
es reelle Durchschnitte, wenn i positiv, bei der zweiten Annahme, wenn t negativ ist. 
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Wir sehen hieraus dafs es zwei geratle Linien gibt, deren Gleichungen , auf den neuen 
Anfangs -Puncl bezogen, in folgender enthalten sind: 

y-l.[u±Va'—ß) X = 0, 
welche den Uebergang von denjenigen Durchmessern, die der Cur ve begegnen, zu. denjeni- 
gen, die ihr nicht begegnen, anzeigen. Dieser Uebergang geschieht, indem die Abstände 
der Durchschnitte durchs Unendliche gehen. Die so hestimnitcn beiden geraden Linien 
heifscn Asymptoten. Aus dem eben Bemerkten ist ferner ersichtlich, dafs für den in 
Rede siehenden Fall, dafs nemlith: 

«^-/3 > o 
die Curve immer möglich ist, dafs sie ganz in ein und dasselbe Paar der am Üurchschnltie 
der Asymptoten gebildeten Scheitel -Winkel fallt, und zwei ganz von einander abgeson- 
derte, sich ins Unendliche erstreckende. Zweige bildet. Diese Curve heifst Hyperltel. 
Das Zeichen von * entscheidet darüber, in welchem jener beiden Paare Scheitel-Winke! 
die Hyperbel liegt. 

234. Wir haben in den beiden letzten Nummern anf den Fall nicht Kiicksichl ge- 
nommen, dafs t verschwindet, oder, was hiermit gleich viel sagen will, dafs die beiden 
Gleichungen: 

y'+ax'-H' = 0, 
uy+ßK+ä = o, 
folgende dritte bedingen: 

y'-f^«x'y'4-i3s^-4-27y'4-2^s'-f-E = o. 
Die beiden ersten Gleichungen drüclcen, indem wir y' und x als veränderliche Grö- 
fsen ansehen, zwei Durchmesser der Curve ans; denn wir haben Ja den Mlttclpunct der- 
selben eben durch den Dnrchschnitt dieser beiden Linien analytisch construirt. "^■Yenn 
wir die letzte Gleichung allein für sich nehmen, und auch hier y' und x' als veränderlich 
betrachten, so geht dieselbe in die Gleichung der gegebenen Curve selbst über, was leicht 
a,priori ersichtlich ist; weil, wenn wir den Anfangs-Punct der Coordinaten auf derCorve 
selbst nehmen, y und x zu gleicher Zeit verschwinden, und also das von y und x unab- 
hängige Glied in der umgeformten Gleichung fehlen niufs. Aus der Gleichung jeder reel- 
len Corve können wir das constante Glied fortschaffen und, umgekehrt, wenn das con. 
stante Glied fehlt oder durch Coordinaten -Verwandlung sich wegbringen läfst, so ist die 
Curve reell. Diefs findet jedesmal Statt, wenn obige drei Gleichungen zugleich Statt fin- 
den sollen, oder wenn mit andern Worten der Mittelpnncl der Curve auf der Cnrve 
selbst liegt; denn vermittelst der beiden ersten Gleichungen reducirt sich die dritte auf 
folgende lineare Gleichung; 

7y'-|-iJx'-H = 0, 
die in Verbindung mit jenen beiden ersten Gleichlingen die Bedingungs - Gleichung: 

gibt, welche auf die Fälle, die wir eben betrachten wollen, sich bezieht. In diesen Fäl- 
len verschwinden also aus der gegebenen Gleichimg durch Verlegung des Anfangs- 
Punctcs der Coordinaten in den Punct (y, x') die drei letzten Glieder und es bleibt blofs: 

y'-t-2«sy4-i^x= = o. (i) 

Diese Gleichung lilfst sich folgender Gestalt in ihre beiden Factoren vom ersten 
Grade zerlegen: 

und drückt also ein System zv^cier, im neuen Anfangs -Puncte der Coocdinalen, cL h. 
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im Mittelpuncte, sich schneidender, gerader Linien ans. Diese beiden Linien 
sind nur dann reell und von einander verschieden, wenn: 

«'— ^ > o. 
Ihre Gleichungen erscheinen hingegen unter imaginärer Form, wenn 

a'—ß < 0, ^ 

gehen alsdann aber, ganz den Bemerkmigen im Anfange dieser Nummer gcmäfs, einen 
reellen Pnnct, denn, wenn wir in der Gleichung (2) x gleich Null setzen, so wird y 
ebenfalls gleich Null, und wir erhalten also den nenen Anfangs -Pnnct. (Dieser Pnnct 
spielt die Rolle des Mittelpnnctes , der immer als reell zu betrachten ist, auch dann, wenn 
dieCurve selbst imaginär wird.) Dafs im Kulctit betrachteten Falle die Gleichung (l) einen 
Pnnct darstellt, erhellet sogleich, wenn wir ihr folgende Form gehen: 

weiche Gleichung nur dann befriedigt wird, wenn 

X* = und Cy— «s)^ = o , 
mithin nur wenn x, und demnach auch y, Nnll sind. 

Für den Fall, auf den wir noch zuriicklcommen werden, dafs 

"'-/' = «, 

äallen die beiden geraden Linien in eine einzige znsammen. 

235. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Falle zu betrachten übrig, in welchen 

wohin zunächst derjenige gehört, wo der Mittelpunct unendlich weit liegt, d. h. wo die 

beiden geraden Linien, durch deren Durchschnitt wir denselben construiren, ncmlich die 

Durchmesser : 

y-}-ax-t-y BS o, 

ay-hßs-i-ä = o, 
parallel sind. In diesem Falle können aus der allgemeinen Glcicliung die mit y nnd x be- 
hafteten Glieder, beide zugleich nicht mehr verschwinden, wir können aber ein helic, 
ges derselben, zugleich mit dem constanten Gliede, fortschaffen. 

Um überhaupt aus der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades das constante 
Glied zugleich mit demjenigen, in welchem die erste Potenz einer der Veränderlichen, ' 
fUr welche wir liier y nehmen wollen, fortzuschaffen, müssen wir y' und x' vermittelst der 

beiden Gleichungen: „ , ■ , . 

° yM-2«xy-f-,?x'-f-2/yH-2<Tx-H -= o, (i) 

y'-t-cix'+y = o, (i) 

bestimmen. Betrachten wir diese Gleichungen als geometrische Oerter, so mufs, damit 
die Elimination wirklich Statt finden können, da der zweite derselben, der Durchmesser, 
immer reell ist, auch der erste, nemirch die gegebene Curve, immer seyn, nnd überdiefs 
mufs jener Durchmesser der Curve wirklich begegnen. Die Bedingungen, dafs beides Statt 
finde, ergeben sich aus der Verbindung jener beiden Gleichungen. Muitlpllciren wir zu 
diesem Ende die Gleichung (2) mit 2y' und ziehen alsdann dieselbe von (l) ab, so kommt: 

— y'^-I-/Sx''4-2iJx'4-s = o, 
und wenn wir in diese Gleichung den ans (2) gezogenen Werth für y' substituiren und 
ordnen, so kommt: 

(,?— c^)x'^-|-2(<f-ar}x'+((— ;'') = O. (3) 

Aus dieser Gleichung ergibt sich sogleich die Bedingung für die Möglichkeit der Umfor- 
mung der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades in eine Gleichung von folgender Form: 
y^-l-2axy+(?x'+ad'x = o, (4) 
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wenn wir, der Kürze wegen; 

ay'+ßK+S = J- (S) 

setzen. Wir erlialten im Allgemeinen aus der Gleicliung (3) zwei verscUedenc Werlhe 
für x', denen eine zwietache Weise jener Umformung entspricht. Diese ist immer, aber 
nur auf eine einzige Weise möglich, \¥enn die Gleichung (3) sich anf den ersten Grad 
reducirt, wenn nerallch: 

In diesem Falle kiinnen wir der umgeformten Gleichong (4) auch noch folgende Form 
gehen : 

(y+ax)^■2iyx = 0, (6) 

und der Ausdruck, den wir nach allen Reductioncn für d" erhalten, ist: 
J' = ^ — ay. 

Wenn wir in der Gleichung (6) x gleich Null setzen, d. h. die beiden Durchschnitte 
der Curve mit der zweiten Axc suchen, so kommt auch y^ gleich Null, es fallen also jene 
Durchschnitte im Anfangs-Puucte der Coordinaten zusammen: die Curve wird in diesem 
Punctc von der zweiten Axe berührt. Weil das erste Glied der besagten Gleichung ein 
vollständiges Quadrat, mithin nothwendig positiv ist, so mufs, nra fernere reelle Werthc 
für y zu erhalten, das Zeichen von x in Beziehung auf das Zeichen von iJ* entgegenge- 
setzt genommen werden.' Es gibt also Puncte der Curve immer nur nach einer Seite der 
X bin, nach der posiüven oder negativen, Je nachdem ä', umgekehrt, negativ oder positiv 
ist, d. h. je nachdem: 

tf — ay < o, oder iJ — «y > o. 
Bei dieser Beschränkung kann der Werth von x jeder beliebige seyn; die Curve er- 
streckt sich nach der einen Seite bin ins Unendliche. Diese Curve bcifst Parabel. 

Den Fall, dafs 

S — ay !Bi o , 
nmfafst die folgende Nummer. 

236. Es können zuletzt noch die beiden Gleichungen: 
y'+ax'+y = 0, 
ay+ßx+S = O, ^'' 

identisch seyn, nnd also die Durchmesser, welche sie bc4GUten, indem wir y' und X' 
als veränderlich betrachten, in eine einzige gerade Linie zusammenfallen. Alsdann lassen 
sich aus der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades auf unendlich viele Weisen , die 
mit den ersten Potenzen von y und x behafteten Glieder fortschaffen: die Curve hat un- 
endlich viele Mittel p un c te , deren geometrischer Ort jene beiden zusammenfallenden Durch- 
messer sind. Für die, diesem Falle entsprechenden, Bedinguugs- Gleichungen erhalten wir 
sogleich aus obigen Gleichungen (1): 

a' — ß 3= o , ay—ö =i o. 
Der Gleichung, die sich bei der angezeigten Umformung ergibt, können wir, mit Be- 
rücksichtigung der ersten dieser Bedingungs-Gleichungen, folgende Form geben: 

Cy-«x)^-l-t' = o, 
woraus wir denn sogleich ersehen, dafs die bezügliche Linie zweiter Ordnung ein System 
zweier Parallelen ist. Für t' erhalten wir, wie in der 230, Nummer folgenden Aus- 
druck : 

e = yy'-i-Sx'+i ; 
subslituiren wir in denselben den Werth für y', den wir aus einer der beiden Gleichungen 
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(j) ziehen, so fällt nach der zweiten Ecdlngungs- Gleichung s' von selbst aus, und es 
felcibt blofs: 

Je nachdem also dieser Ausdrack negativ, Nnll oder positiv jsl, sind jene beiden Pa- 
rallelen reell und verschieden, {allen zusammen oder werden imaginär, 

Veränderung der Richtung der Coordinaten-Äxen. Bezieluing der 

Constanten Grüfsen ein nnd derselben Curve nu einander 

für verschiedene Systeme. 



237. Sey wiederum: 

y'+2Rsy-l-/3xH237+2<Vx+f = ([) 

die altgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung , bezogen auf irgend ein beliebiges 
Axen- System. AVir wollen den Coordinaten Winfeel ^nennen. Um dieselbe Curve auf 
ein anderes, ebeafalls beliebiges, Coordinaten- System, dessen Anfangs -Punct derselbe ist, 
KU beziehen, brauchen wir nur, nach der QO. Nummer; 

y sin <p'-\-x sin ifi . y sin i//+x siji jp 
sm if SIJ1& 

au die Stolle von y und x in ebige Gleichung zu setzen; wobei wir durch ip und 1/' dieje- 
nigen Winkel bezeichnen, welche die erste und zweite der neuen Axen mit der ersten ur- 
sprünglichen, und durch ^ nnd 1//' diejenigen Winkel, welche dieselben erstgenannten 
Axen mit der zweiten ursprünglichen bilden.. Durch diese Substitutionen erhalten wir, 
wenn wir ordnen: 

sin ^ '; ' — 2a sin 'f' sin iii'-hßsin ^ 'p' ^ 
_ ■■.-■:;■■ - y 

siiiip sinrp — a{sin 7/ sinif /+sin ip sin \p')+ß sin Vj sin Vj - 
sin^if 
sin'^ if — 1:!/. sin (p sin f/+p sin ^ vj _^ 
■''"' sin'& ' ^■ 

„ y siM y'-d sin^p - , „ 7 sin <p-Ssin y. ^_^^^^^ 

sinit ^ sinif ' 

Wir wollen die verschiedenen Formen, welche die auf diese W^eise umgeformte Glci- 
fthnng, bei einer schicklichen Bestimmung der Richtung der beiden neuen Axen, anneh- 
men kann, umständlicher erörtern. Diese Discussion scheint auf den ersten Blick nicht 
ganz einfach zu seyn; sie wird es aber, indem wir auf folgende Art dieselbe angreifen. 

Seyen 

y = ax, y = ax (3) 

die Gleichmigen der ersten und zweiten neuen Coordinatcn-Axe, bezogen auf das ur- 
sprüngliche System, alsdann ist, nach ohlger Bezeichnung: 
sin (p ■ __ _ ^i"- <f' 

^ "" 5WC5-V)' ~ sin{^—(pY 

welche Aasdrücke, vermittelst der Gleichung: 
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in folgende übergehen: 

sin <p , sin <f>' 

sin jj/ ' sifi tli' 

Hiernach können wir nun die GleicWng (2) folgender Gestalt schreiben: 

igt (a'HW+ffl. f 



si/i^9 


^ (aa'+«Ca+a')+/9}. 


sy 


sin^tfi 
sin^» 


(a^4-2«a+,5). x^ 






(aH.,y-.S| 


(3)4- J). X+f 



238, Betrachten wir zuerst den Coefficienten von y' und x^, nemlicli: 



so hat offcnbcr eine einzige Gleichung vom zweiten Grade, deren Form folgende ist: 

7^+'ia7.+ß = o, (5) 

diejenigen Werthe von a nnd a' zu Wurzeln, für ivelclie jene beiden Coefficienten ver- 
schwinden. Nur in dem Falle, dafs die Wurzeln dieser Gleichung reell und verschieden 
sind, das heifst, wenn: 

«'— f? > o, 
lassen sich ans der gegebenen Gleichung (I) die mit y^ nnd x' behafteten Glieder doreh 
Coordinaten-Vcrwandlung fortschaffen, so dafs dieselbe folgende Form annimmt: 

xy+2/y+2i)'x+i' = o. (6) 

Eine solche Umformung kann, im Falle imaginärer W urzeln, gar nicht Statt finden, 
und auch im Falle gleicher Wurzeln, wird die umgeformte Gleichung illusorisch, denn, 
dafs a gleich a' wird, heifst, dafs die neuen Coordinaten-Axen in eine einzige zusammen- 
fallen. 

Da die W^erthe von a und a' W^urzeln ein und derselben quadratischen Gleichung 
sind, so ist, wenn eines der beiden mit y^ und x'^ behafteten Glieder verschwinden kann, 
dadurch zugleich auch die Möglichkeit für das Verschwinden des andern gegeben. Diefs 
ist auch a priori daraus ersichtlich, dafs wir beliebig die beiden Axen mit einander ver- 
tauschen können; und eben hierin finden wir den Grund, warum die beiden Werthe von 
a und a' Wurzeln ein und derselben Gleichung seyn müssen. 

239, Durch Verlegung des Anfangs - Punctes der Coordinaten in den Mittelpunct der 
Curve, die, weil der Ausdruck (k°— j5) einen positiven W"erth hat, für unsern Fall eine Hy- 
perbel ist, nimmt die Gleichung iß) folgende Form an: 

xy-l-s" = 0, (7) 

wo wir durch i' eine neue Consiante bezeichnen. Aus dieser Gleichung springt der asymp- 
totische Character der Hyperbel sogleich in die Augen; denn, je grtifser wir y nehmen, 
desto kleiner wird x, und desto mehr nähert sich die Curve der zweiten Ase; je gröfser 
wir X nehmen, desto mehr nähert sie sich der ersten Ase. Die Gleichung (1) ist die 
Gleichung einer, auf ihre Asymptoten bezogenen, Hyperbel. Je nachdem *" 
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negativ octer positiv wird, liegen die LeiJen Hyperbel -Zweige in dem ersten und dritten, 
oder in dein zweiten und vierten Coordinalen-Winkcl. Die Gleichung (6) ist die Glei- 
chang einer Hyperbel, deren Asym/^oten den Coordinaten-Äsen parallel sind. 
Wenn wir nur ftir einen der Leiden Ausdrücke a und a' eine Wurzel der Gleichnng 
(5) nehmen, während wir den andern beliebig bestimmen, so verschwindet nur x' oder y^ 
au3 der umgeformten Gleichung (4) 1 nur eine der neuen Coordinaten-Axen ist 
einer der Asymptoten parallel. Wenn schon in der ursprünglichen Gleichung ß 
Null ist, so reducirt sich die Gleichung (5) auf den ersten Grad, oder mit andern Wor- 
ten, eine ihrer Wurzeln ist gleich Null, d. h. eine der neuen Axen, unä mithin eine der 
beiden Asymptoten, muCs der ersten der urspüngUchen Axen parallel seyn. Nehmen wir 
in der so bezeichneten Gleichung: 

y^+2axyH-2)y-l-2(Sx+€ = o, 
für y irgend einen constantcn Werth, so erhalten wir nnr einen einzigen entsprechenden 
Werth £iir x, d. h. jede der ersten Axe, oder einer der beiden Asymptoten , parallel gezo- 
gene gerade Linie schneidet die Curve nur in einem einzigen Puncte. Für 
den in Rede stehenden Fall sind die Gleichungen (3) der neuen, den Asymptoten paralle- 
len, Axen folgende: 

y = o, y = a's. 

240. Der V^'inkel, welchen die beiden Asymptoten einschliefscn , der Asymptoten- 
Winkel, ist demjenigen Winkel, welchen die neuen Axen, deren Gleichungen im All- 
gemeinen folgende sind: 

y = ax , y = a'x , 
mit einander bilden, gleich. Bezeichnen wir daher diesen Winkel durch jj, so gibt die 
!7. Nummer: 

— (a' — a) sin $ 

^"^ ^ " H-(a-i-a')cc»jy-l-aa' ' 
Wir erhalten aber, nach der Gleichung (5), deren Wnrzeln a und a' sind folgende 
Ausdrücke : 

a+a = — 2a, aa' = ß, 

und hior nfteh-: 

a'— a = ±2y^^_^ß^ 
U/nJnim/mu.'A'! -- — - , „ 

Wenn das ursprüngliche Coordinatcn- System ein rechtwinkliges, also & =^ ~ ist. 



so erhallen i 






241, Wenn der Asymptoten- Winkel ein rechter ist, so hcifst die Hypcvlie! eine 
gleichseitige. Alsdann ist, für beliebige Coordinaten: 

l'—3acosd'+ß = o, 
und für den hesondeni Fall eines rechtwinkligen Systems; 

^ = - !. 
Hiernach erkennen ivir also in der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades sogleich 
den Fall wieder, wo dieselbe eine gleichseitige Hyperbel darstellt. Bei der Annahme 
rechtwinkliger Coordinaten müssen die CoefHcienten von y^ und x^ gleich seyn, aber mit 
entgegengesetztem Zeichen vorkommen. 
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Die Gleiclinng: 

ist nach der 239- Nummer die Glcichmig einer Hyperbel, bezogen auf Coordinaten-Axen, 
die den Asymptoten derselben parallel sind. Hätten wir statt der allgemeinen Gleicbnng 
des zweiten Grades (i) diejenige Gleicbnng betracbtet, die wir erbalten, indem wir blofs die 
drei ersten Glieder derselben nehmen, und gleich Null setzen , mitbin folgende Gleichung : 

y^+2axy+^x^ = o , (t i> 

SO hätte diese bei derselben Coordlnaten-Umformang folgende Form: 

xy — o, 
angenommen, und bedeutet also das System der neuen Axen, die den Asymptoten paral- 
lel sind. Jene Gleichung (ll) stellt also, aof die nrsprüngllchen Axen bezogen, ein Sy- 
stem zweier geraden Linien dar, die den Asymptoten der Cnrve parallel sind und durch 
den Anfangs - Pimct der Coordinatnn geben. Dicfs ist in Uehereinsllmmnng mit den Ent- 
wicklungen der 233. Nummer. 

Wir erhalten hiernach für das Asymptoten-System selbst folgende Gleichung: 
(y-y7+2«(y-~y')(s-x')-)-^{x-sy = o, (12) 

wenn wir, wie in dem Friibern, den Mittelpunct der Cnrve durch (y, x') bezeichnen. Sefzoi 
wir andie Steile von y' und x' die in der 229. Nummer entwickelten Werlhe: 
ßy — *"^ • S—ay 

^ = «'"ff'' ^ ^ i:^ß' 

so kommt nach allen Reductionen: 

y'+2«xy+/?x^-F2yy-f2Jx-J-i = 0, (t3) 

wenn wir, der Kürze halber; 

- ■ — ^=:p ^ f'*^ 

schreiben. Die so erhaltene Gleichung (13), die das System der beiden AsymptoUis 
ausdrückt, istdorcbaus unabhängig von *, dem constantenGIledc in der allgemeinen Glei- 
chung des zweiten Grades. Alle verschiedenen Curvcn also, welche diese Gleichung: 

y^+2axy+ßx.'^+2'/y+2Öx+t = o , 
darstellt, indem wir e nach einander alle möglichen Wcrtbc geben; «, 8, y nnd 6 aber 
als ein für alle Mal bestimmt ansehen, haben dieselben Asymptoten. Nehmen 
wir f gleich i,, so erhalten wir die Asymptoten selbst, und durch diese Bestimmung von 
,t ist der Uebergang von denjenigen HyperJieln, welche in einem Paare der von denAsympto., 
ten gebildeten Scheitel-Winkel liegen zu denjenigen, welche von dem andernPaare dieser 
Scheitel -Winkel eingeschlossen werden, bezeichnet. Stimmen die Gleichungen mehrerer 
Hyperbeln nur in den drei ersten Gliedern üherein, so sind ihre Asymptoten blofs 
parallel. 

Für den Fall der Ellipse redncircn sich die Asymptoten auf einen Punct, den 
Mittelpunct der Cnrve, für den Fall der Parabel sind die beiden Asymptoten parallel, IIp.- 
gcn aber unendlich weit entfernt. Die Richtung derselben ist zugleich die Richtung der 
beiden, leicht aus der allgemeinen Gleichung zu bestimmenden, Durchmesser: 

y+ox+y = y-i-£x-t-~=0 

und^demnacb aller andern, da, wie wir sogleich noch bestimmter zeigen werden, alle 
Dnrchmesser der Parabel unter einander parallel sind. Diese Folgerungen, die unmittel- 
bar aus der Gleichung (12) sich ergeben, nnd überhaupt alle ähnlichen Betrachtungen 
sind nur in sofern von Bedeutung, als sie Eigenschaften der verschiedenen einzelnen Li- 

18 
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nicn zweiter Ordnung in "Verliindung bringen. So ergibt sich znm Beispiel aus der zwei- 
ten der eben gemachten Bemerkungen folgende Analogie zwischen Hyperbel und Parabel. 
Alle Eigenschaften der erstem Curvc, welche sieb auf Linien, die einer der Asymptoten 
parallel sind, beziehen tind welche eine Folge von eben diesem Parallelismns sind, las- 
sen sich auch unmittelbar anf die Parabel übertragen, indem wir einen Durchmesser der- 
selben, an die Stelle jener Linie setzen, die, für den Fall der Hyperbel, einer der beiden 
Asymptoten parallel ist. *) 

2^. Wir gehen weiter. Wenn aus Jer nmgefornitcn allgemeinen Gleichung des 
weiten Grades das mit xy behaftete Ghed verschwinden soll, so müssen wir, was ans 
der i|. Gleichung der 237. Nummer erhellet, die Richtung der beiden neuen Axen vermit- 
telst folgender Gleichung : 

aa'+ ß(a+a') -^ ß =^ o, (i5) 

heslimmen. Was für Conslante in der allgemeinen, ursprünglich gegebenen, Glelchimg 
des zweiten Grades auch vorkommen mögen, diese Gleichung kann immer anf unendlich- 
malig verschiedene Weise befriedigt werden, und zwar so, dafs wir die Richtung einer 
der beiden neuen Axen beliebig annehmen, nnd alsdann die Richtung der andern vermit- 
telst der letzten Gleichung bestimmen können. Betrachten wir nun die zweite der neuen 
Axen, mitbin a', als gegeben, so erhalten wir, nach der letzten Gleichung für a folgen- 
den Ausdruck: 

a = - fc2-, i,0 

«+a 

und indem wir denigemäfs die Richtung der ersten Axe nehmen, nimmt die umgeformte 

allgemeine Gleichung folgende Form an: 

Für den Coefficienten von x- haben wir, nach (4}, allgemein folgenden Ausdruck : 

__ sin'^ yj a'-l-2«a-t-/5 

" sin ' ip' ' a''+2«a'-f^ ' 
nnd wenn wir für a seinen Werlh in a' substituiren, so kommt nach einer leichten Reduction: 

Diese Gleichung zeigt, wie das Zeichen von ß'. einzig vom Zeichen des Ausdruckes («' — (?) 
abhängt, und dafs, wenn dieser Ausdruck Null ist, auch /? verschwindet. In diesem Falle 
fällt also, durch die Fortschaffung des zweiten Gliedes aus der allgemeinen Gleichung des 
xweilcn Grades , das mit dem Quadrate von x behaftete Glied von selbst aus, so dafs diese 
Gleichung folgende Form annimmt: 

y^+Sj^'y+a^'x-i-t- ^ 0. (.9) 



Dieselbe Analogie zwischen Ilj-pcrbcl und Parabel slellt sich auch dar, indem wir in dem 
Sinne der alten Geometer verfahren und wie Hamilton (Lehre von den Kegel- Schnitlen, 
iJberseUt von J. G. Feldhoff, mil einer Vorrede von C. D. von Milnchoiv. Cobleni, 
1825.) von der Kegel -Flache ausgehen. Die Asymptoten der Hyperbel sind nemlich , so wie 
die Durchmesser der Para'bel, Seiten des Kegels, aas dem diese Curven geschnitten werden 
können, parallel. Ein Beleg fdr das Im Texte Ausgesprochene ist zum Beispiel der 55. Sats 
des 1. Buches der eben angezogenen Schrift. 
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Durcli Vorlegung clcs Anfangs -Pnncles der Coordinaleii küniicn wir endlich iiocli Aci- 
Gleicliung; (17) folgende : 

y=+|3"x'+i" = o , (20) 

»nd der Gleichung (19) folgentlc Gestalt gclien: 

y^+2ö"'x = 0. C21) 

243. Da in der Gleichnng (20) nur die Quailraie der vcräuderlichoß Gröfscn voikoiit- 
men, so enlsprechen einem beliebigen Wcrlhe jeder dcrsclltoQ zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe der andern; d. b. geometrisch gedeutet, jede von der Cnrve begriinzte 
gerade Linie, die einer der CoordJnaten-Asen parallel ist, wird von der andern halbirt 
Man sagt in diesem Falle, die Gleichung der Curvc sey auf conjagirte oder 
zugeordnete Durchmesser bezogen. Ueberhanpt sind, wenn das mit sy behaftete 
Glied in der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades fehlt, die Coordinaten- 
Axen irgen'd zwei en zugeordneten Durchmessern parallel. Es gibt unend- 
lich viele Systeme zugeordneter Durchmesser; jedem beliebigen Durchmesser entspricht 
ein conjugirLef. Legen wir in den Puncten, in welchen irgend ein Durchmesser die Curve 
schneidet, zwei gerade Linien dem conjugirten desselben parallel, so berühren diese ge- 
raden Linien die Curve; die beiden Durchschnitte fallen, bevor sie imaginär werden, in 
einen einzigen Punct zusammen. Setzen wir nach einander y und x in (90) gleich Null, 
so erhalten wir die halben zugeordneten Durchmesser, die wir uns immer, wenn von ih- 
rer Gröfse die Rede ist, von der Curvc begränzl denken. Bezeichnen wir diese halben 
Durchmesser durch A und B, so ist; 

B^=, — *", j^"A^= — *'■ 

mithin : 

ß" - — 

lind hiernach geht die Gleichung (20) in folgende über: 

Für den Fall der Hyherbcl, wo j5" negativ ist, wird immer, entweder der Werth ftir A, 
oder der Werth für B, imaginär, d. h. von zweien zugeordneten Durchmessern begeg- 
net immer nut einer der Curve. Vertauschen wir in diesemFalleA mitA^ — 1 oder B mit 
^ — 1, je nachdem der eine oder der andere dieser Ausdrücke imaginär wird, so geht die 
letzte Gleichung in folgende über; 

Aäy'—B'x^ = + A'B'', 
Das positive and negative Zeichen des zweiten Theiles dieser Gleichung bezieht sich dar- 
auf, ob der zweite oder erste Durchmesser d. h. derjenige, der in die zweite oder erste Axe 
fällt, der Curve wirklich begegnet. Für die GrÜfse des, die Curve nicht schneidenden, 
Durchmessers, nehmen wir, wie's der Gebranch ist, stets den reellen Werth, so dafs, 
wenn wir uns auf die letzte Gleichung beziehen, durch A und B die beiden halben zu- 
geordneten Durchmesser der Hyperbel gegeben sind. 

Den eben hergeleiteten Gleichungen für Elhpse und Hypcrhel können wir auch folgende, 
für manche Entwicklungen bequemere, Form geben: 



Indem wir enctlich noch s mit (x+A) in diesen Gleichungen vertauschen, verlegen wir 
wir den Anfangs -Punct der Coordinatcn ans dem Mittclpuncte in einen der beiden Schei- 
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tel des ersten Duvclimessers, d. h, in einen derjenigen heidcn Punctej iinvelclien derselbf 
der Curve begegnet. Auf diese W^eisc kommt: 

11^ "^ A^ "" " ' ir= "" A' ~ "' 

Für den Fall der Hyperbel setzen wir hier voraus, daCs der erste Darclimesser derselben 
begegnet. Dorn positiven und negativen Zeichen in jeder Gleichnng entspricht, dafs der 
erste Durchmesser einmal in die negative, das andere Mal in die positive Seite der Ase der 
s fällt. Die zweite Axe berührt die Curve. 

"Wenn wir in der Gleicbung (2l), die eine Parabel darstellt, — p statt ä" schreiben, 
so wird dieselbe folgende: 

y-' = 2p^_, 
unter welcher Form wir uns derselben vorzugsweise bedienen werden. Jede gerade Linie, 
welche der Abscissen-Axe parallel gezogen wird, begegnet der Carve nur in einem einzi- 
gen Puncle; jede gerade Linie ferner, welche der Ordinalen- Axe parallel ist, und also die 
Curve in zwei Puncten schneidet, wird von der ersten Axe balbirt. Setzen wir x = o, so 
kommt y = + o, d. h. die Curve wird von der zweiten Axe in demjenigen Pnncte be- 
rührt, in welchem sie von der ersten Axe, die ein Diirehmesser derselben ist, gescbnitlcn 
wird: die Gleichung der Parabel ist auf einen ihrer Durchmesser und die 
Tangente im Scheitel desselben bezogen. 2p heifst der Parameter des 
Durchmessers. Den zweiten, conjugirten, Durchmesser können wir ans als unendlich 
weit entfernt denken, jedoch so dafs die Hichtung desselben durch obige Tangente be- 
stimmt ist. 

244- ^Venn die Ricbtang irgend eines Durchmessers gegeben ist, so können wir den 
conjugirten Durchmesser leicht bestimmen. Nach der Gleichung (l6) erhalten wir neuiliclt, 
wenn die fiichtutig des erstem durch die Gleichung: 

y = a'x 
gegeben ist, und wir zugleich den Mitlelpunct der Curve durch (y, x') bezeichnen, 

y-y + "-^ (.—-■)■"'■■ 

für die Gleichung des gesuchten Durchmessers. Snbstitulren wir in diese Gleichung die 
bekannten "Wertbe für y' und x': 

, _ ßy—ixS . _ S — ay 

y - scTß' " -;?:=^' 

SD kommt, wenn wir rednciren: 

(M^-a■)y-{-(J9^.Ka>-f.CJ+ya■) = o.*) (0 



*) Zu einer cnisprech enden Glcicliung geistigt Herr Gergonne anf andere Arl, iuJem er zwi- 
scKen der ailgemeiuen Gleichuug dor Linie zweiler Ordnung und öer linearen GleäcLung: 

y = mx4-g, (a) 

j eliminirt; in der resullirenden (jnadratiachea Gleiehniig gibt der Coefficient der ersten Po* 
tena von x sogleich die ALscisse für die MiHe der interceptfrlcn Chordc, wonach denn durch 
die Gleichung (a) die Ordiuafe kicht bestimml wird. In dem Ausdrucke für Abscisse und 
Ordinate kommt g vor, durch Eliiuinalion von g zwischen beiden Ausdrüclfen, erhallen wir eine 
lineare Beziehung zwischen den Coordinaten der Mitte jener Chorde, und indem wir die- 
selben als veräuderliche Gröfsen betrachten, die Gleichung desjenigen Durchmessers der alle 
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Für den Fall der Parabel, wo «^ = ß, haben wir: 

ß+OA _ ___ 

tH-a' ' 

yn'iQ wir auch a' annehmen mögen: wir erhalten für a immer denselben Werth: alle 
Durchmesser der Parahel sind anter einander parallel. 
Im Allgemeinen liaten wir: 

K-f-a' w-J-a' 

mithin ergibt sich : 

(a+«}Ca+«) = «'-,S, _ ii) 

wobei wir nocb, zum Behuf der geometrischen Interpretation des ersten Thciles dieser 
Gleichung, bemerken können, dafs Jnrch « die Richtung desjenigen Durchmessers gege- 
ben ist, der alle der zweiten Axe parallele Chorden halbirt. 

245. Zwei zngeordnele Durchmesser einer Linie zweiter Ordnung, die auf einander 
senkrecht stehen, heifsen die Axen derselben. Znr Bestimmung ihrer Richtung aus der 
allgemeinen Gleichung müssen wir die Gleichung : 

aa'-J-«Ca-i-a')H-i5 = 0, (3) 

mit der Gleichung: 

aa'-(-(a+a'>os5-4-l = 0, (4) 

in der e den Coordinalen- Winkel bezeichnet, verbinden. Da diese beiden Gleichungen 
in Beziehung auf a und a' symmetrisch sind, so rauCs die quadratische Gleichung , zu wel- 
cher Tpvir durch Elimination des einen Werthes gelangen, beide Wcrthe zugleich zu 
Wurzeln haben. Elimim'ren wir a', so kommt; 

, , ß—l a—ßc0s9 

a—cos& u—cos9 

für die in Rede stehende quadratische Gleichung. 

Wenn j5 = 1, so reducirt diese Gleichung sich auf 
a^— 1 =.0, 
mithin sind die Aien durch Gleichungen von folgenden Formen: 

y = x + q, y = - x-l-q', 
gegeben, nnd jede derselben schneidet also die beiden Coordinaten - Axen unter gleichen 
Winkeln. Wenn daher in der allgemeinen, auf ein beliebiges System bezogene, Glei- 
chung des zweiten Grades ß gleich Eins ist, so bilden die Coordinaten-Axen mit 
jeder Axe der Curve gleiche Winkel und umgekehrt, wenn die Coordinaten-Axen 
so genommen werden, dafs sie mit einer der Axen der Curve gleiche Winkel bilden, so 
werden in der Gleichung der Curve die CoeflicJenten von y' nnd s? einander gleich. 
Nach der 91- Nummer ist: 

die Gleichung eines Kreises, dessen Radius R und dessen Mittelpuncts-Coordinaten y' 
und s! iind. Soll daher die allgemeine Gleichung des zweiten Grades: 
y^+a«xy4-;5s=+'2yy+-2(Ix-l-* = O, 



(s) 



der geraden Linie (a) parallele Chorden halMi-t, An diese Entwicklung knüpft Herr Ger- 
gonnc die Discussion der allgemeiuen Gleichung des zweiten Grades. 

Essai d'uTi nouveau mode de disci^ion de VequaMon generale des ligiies et celle des 
surfacen du second ordre. Par M. Gergonne. Ann. V. 61—87. 
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einen Kreis ctarslellen, so liaben wir; 

ß = 1, a t= COSä. (6) 

Siibstltuiren wir diese Ansdriicke in (5), so yerschwindct der Cocfficicnt von a nicht mclir, 
sondern nimmt die unbestimmte, nicht redncirhare Form - an, d. h. wir können icden 
Durchmesser des Kreises zn einer der Axen nehmen. Die Glcicbnngen (3) nnd ((4) sind, 
bei diesen Bestimmungen, identisch. 

Die Gieichung (5) reducirt sich auf den ersten Grad , weiin 

cos» = |; (7) 

in diesem Falle ist eine der Coordlnaten- Äsen einer der Äsen der Linie zweiter Ordnung 
parallel. 

Wenn wir die allgemeine Gleichung des zweiten Grades auf ein rechtwInHiclics Sy- 
stem bezichen, mithin cos ^ = o setzen, so geht die Gleichung (5) in folgende über: 

aH- t-^ a — 1 = , (b) 

deren Wurzeln die trigonometrischen Tangenten derjenigen beiden Winkel w und m' 
geben, welche die beiden Axen der Curvc mit der Axe der x bilden. Wir kommen zu 
einfachen Ausdrücken, wenn wie statt dieser Winkel die doppelten Winkel 2to und 2ca' 
einführen, weil alsdann; 

tangZia = tang2(o3~f — J= langem. 

Nun ist aber: 

2 larie; w 3a 

fang 2 M = — ~T- = ~ — ■, > 
" 1 — tang^io 1 — 7S~ 

und indem wir in diesen Ausdruck für a* den aus (8) gezogenen Werth: 

a^ = 1 — '■ a , 

aubstiluircn, fällt die erste Potenz von a ebenfalls aus, und wir erhalten: 

2« 
iangZo) = - — = tangZbi. (9) 

llfi. Der "Winkel, welchen 7,wel conjuglrte Durchmesser mit einander bilden sollen, 
scy irgend ein gegebener, den wir durch '% bezeichnen, so dafs, wenn wir, wie vor- 
hin, die W^inkel, welche die beiden Durchmesser mit der ersten Coordlnaten -Axe bilden 
w and m nennen, wir § = {w — w) erhalten. Hiemach ergibt sich: 
tangui = i^ng^^tangl ^ 

° i—tangatang'4 ^ ' 

Wir] wollen ferner, der gröfsern Einfachheit wegen, wiederum die Voraussetzung 
rechtwinkliger Coordlnaten machen: alsdann reducirt sich die Bcdingnngs- Gleichung (t5) 
der 242. Nummer auf: 

iangmtango>-\~a(,tangM'^tango>) + p = o. (n) 

Eliminiren wir aus dieser Gleichung vermittelst der vorigen tangw , so kommt folgende 
quadratische Gleichung zur Bestimmung der W^erthe von cö: 

° l—atangl ° l—ataiig^ 

Die beiden 'VS'^urzcln dieser Gleichung sind in folgendem Ausdrucke enthalten : 

° %{l~'aiang%) 
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Diesen beiden Werthen von iang w Entsprechen zwei Wcrthe von taiig m , tlic wir uij- 
mltlelljar erhalten, indem wir in dem kuten Ausdrnclfe das Zeichen von iang 'i entge- 
gengesetzt nehmen. Hiervon iiherzeugen wir uns auf der Stelle, wenn wir erwägen, dafs 
(llj in Beziehung auf iang tu und iang m symmetrisch ist, und 
ianffw = iang«i—ta7ig% 
° %-^iangfotang'^ ' 

wonach wir denn in der Gleichung (12), wenn die Wurzeln derselben uns die Werthe 
von iang m geben sollen, nur tang% mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen brauchen- 
Es gibt also im Allgemeinen zwei Systeme zugeordneter Durchmesser, die einen gegebe- 
nen Winkel mit einander bilden. Man findet nur ein einziges System, oder, wenn man 
lieber will, die beiden Systeme fallen in ein einziges zusammen, wenn: 

oder wenn: 

.•„=,„_«^. 

Ziiglelch bezeichnet dieser Ausdruck das Minimum für den Winkel zugeordneter Durch- 
messer. Es gibt ein solches nur für den Fall der Ellipse; für den Fall der Parabel und 
Hyperbel können zugeordnete Durchmesser jeden beliebigen Winltel mit einander bilden; 
für den besondern Fall des Kreisos reducirt sich der Werth von shi^ '% auf Eins, mithin 
gibt es nur rechtwinklige Systeme zugeordneter Durchmesser. 

Die Bedingungen für die Realität der letzten Gleichung IsnUpfen sich blofs an das 
Zeichen von («^ — /?}j siii'^% kann niemals gröfser werden als die Einheit, denn: 

247, Wir wollen wiederum von der allgemeinen Gleichung: 

y=-f-2«sy4-i5x^4-2yy4-2<5x-Hi = o, (<) 

bezogen auf ein rechtwinhlicbes Coordlnaten- System ausgehen. Um die durch diese Glei- 
chung dargestellte Curvc auf neue Coordinaten - Axen zu beziehen, von denen die erste 
einen Winkel w, die zweite einen Winkel w' mit der ersten der ursprünglichen Axen bil- 
det, so dafs mitbin {a'—ia) Coordinaten-Winltcl wird, bedienen wir uns der Formeln: 

y !=K_sinm-i-j^sinio, x = x^coso'i^y^COSto , 

indem wir die neuen Coordlnaten durch unten angehängte Accenle unterscheiden. W^r 
kommen auf diese Weise, wie in der 237. INummer zu einer Gleichung von folgender 
Form: 

^y,M-2ax,y.'-f'i5'x,*-f-2/y,4-a<J'x,-f-i = 0, (1) 

wo das von den veränderlichen Gröfsen unabhängige Glied dasselbe geblieben ist. Wenn 
wir von dieser Gleichung wieder zu der urspriingHchcn rückwärts gehen wollen, so müs- 
sen wir uus der Formeln: 



y. 



ycoso) — xstnia __ yposoi — xSi 

sin # ' ' sin & 



in denen wir 9 für (to—w) schreiben, bedienen. Durch Ausführung der angezeigten Sub- 
stitutionen erhalten wir folgende sechs Gleichungen zur gegenseitigen Bestimmung der Coef- 
ficientcn der drei ersten Glieder der beiden Gleichungen (l) und (2): 

S(«W-+.2KS(/i£o'c(»S(»'-f-;5cOS^to' = /i, (3) 

sin^ia-^Zasinta cos a-i-ß cos'^eo = ß', (() 

sinti)sino3-i-^{sm<ocosct)'-i-sin<ocoso))-i-ßcosacos<a' =; «', (s) 
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(6) 

(7) 



[i siriMr.osta — «'(«' 



sm'^& 



3i(8. Wenn wir die Gleichungen (6) und (7) addircn, und bemerken, (l;\fs 
cosoa cos iö-^sinro sintö =-COs(ai — to) = C05&, 
so erhalten wir folgenden Ansdrnck: 

Alis den Gleichungen (3) (£() und (5) ergibt sicli nach einigen trigonoinctn sehen Um- 
Ibrmnngen : 

inithin : 

11^ = "-^- ("^ 

Wir erkennen aus den Gleichungen (9) und (10), dafs die Ausdrücke 
ft—zacos&-^ß £!rj^' 

in allen möglichen verschiedenen Gleichungen constant sind, die wir er- 
halten indem wir ein und dieselbe Linie zweiter Ordnung auf irgend ein 
beliebiges Äsen- System beziehen, dessen jedesmaliger Co Ordinate n- 
"Winkel durch & bezeichnet ist. Beh.ilLen wir dasselbe Coordinaten- System bei 
und geben der Curvc verschiedene, durchaus beliebige, Lagen, so sind die- 
selben Ausdrücke offenbar wiederum constant, und mithin da & sich nicht ändert, 
auch folgende Ausdrücke: 

(i—lii cos S'-i-ß' , u'^ — /iß' , 

w'obei überall die "Voraussetzaug gemacht wird, dafs das von den veränderlichen Gröfsen 
nuabhängic Glied nicht verschwindet und was immer möglich ist, auf donseihen W^erth 
Tfeducirt wird. Sind die Coordinaten -Systeme, auf welche wir ein und dieselbe Curve be- 
beziehen alle rechtwinklig, so sind die Ausdrücke: 

constant; sind die Coordinaten- Äsen immer zweien zugeordneten Durchmessern 
iiarallel, so haben, weil alsdann « verschwindet, die Ausdrücke: 

sin^& sm''ft 

constanle Werthe. 

24<). Die Deutung des letzten Resultats führt zu bekannten Sätzen. Scyen ncmlich: 

K^ ^ A' B'^ ^ A'^ 

die Gleichungen derselben Ellipse, auf zwei verschiedene Systeme zugeordneter Durchmes- 
ser bezogen, alsdann gibt der letzte der Ausdrücke (ll): 
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wobei wir dio Winkel, weldie die DnrclimcsEer jedes Systems mit einander lillden, ^ nnd 
& nennen. Hieraus folgt: 

A^siiiit = A'Ksin&\ (la) 

Wenn man dnrcli die End-Paticle jedes von zweien zugeordneten Durchmessern dem an- 
dern gerade Linien parallel zit^lit, so wird die Curvc von diesen Linien berührt, und es 
entsteht ein um dieselbe beschriebenes Parallelogramm. Die beiden Thelle der letzten 
Gleichung geben den vierten Theil des Inhaltes solcher Parallelogramme. Also: 

Alle um die Ellipse beschriebenen Parallelogramme , deren Seiten ziveien zugeord- 
neten Durchmessern parallel sind, haben gleichen Inhalt. 

Für den Fall der Hyperbel ergibt sich die Modification dieses Satzes von selbst. 

250. Der erste der Ausdrücke (U) auf die Glcichangen obiger beiden Ellipsen über- 
tragen, gibt; 

und hieraus folgt, wenn wir zugleich die Gleichung (12) berüctsichügen: 

eine Gleichung, die für den Fall der Hyperbel in folgende übergeht: 

A^~B^ = A'^ — B''^. 
Hieraus erhellet, dafs bei der Ellipse die Snmme, bei der Hyperbel der Unter- 
schied der Quadrate je zweier zugeordneten Durchmesser eine conslantc 
Gröfsc ist. 

251. Wenn die, auf ein beliebiges System bezogene, allgemeine Gleichung : 

y^-j-aDwy+z^x'-j-ayy-f-aiJx-j-E = o, (i) 

eine Cnrve darstellt, die einen Miltelpunct hat, so können wir, indem wir in diesen Panct 
den Anfangs-Panct der Coordinaten verlegen, und das constante Glied durch Division auf 
Eins bringen, dieser Gleichung folgende Form geben: 

/iy'+2;,Bxy-f-.M,3x=-f-l =0, (») 

WO nach der 230. JNummer: 

«■=— S 



Ans der Gleichung (2) kijnnen wir endlich noch das, mit xy behaftete, Glied fortschaffen, 
und sie alsdann unter folgender Gestalt schreiben ; 

L -I- £ ^- I = o, (3) 

Nennen wir nun den Coordinaten -Winkel des ursprunglichen Systems ■&, und denjenigen, 
beliebig angenommenen, Winkel, welchen die zugeordneten Darchmesser, auf welche die 
Gleichung (3) bezogen ist, mit einander bilden, §: so gibt die INebcneinander-Slellung der 
Gleichungen (2) und (3): 

_ ^ „ f^^(a^— 1^) /!_ i^ 1 _ i—2aC0S&-i-ß ^ 

pqwi'g sin'it ' \p q/si«^"^ ~~ sin^& ' 

und hiernach erhält man ; 

_ s jn^& 1 \-~2ctC0sd'->r ß 

^^ _ ^ ' 1ÄJ?=^) ' p -^ q - fK«'-/^} ' 

woraus dann ersichtlich ist, dafs p und q Wurzeln ein und derselben qaadraiischen Glei- 
chung sind, für welche wir folgende erhalten: 

j \—2a cos &-\-ß siti^& 
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Wenn die Wurzeln dieser Gleiclinng, p nnd q, dasselbe Zeichen ba- 
ten, wofür uns das letzte Glied derselben soglcicb die Bedingung («'— i3)<o gibt, so 
stellt die Gleichung (3) eine Ellipse dar, (— p) und {— q) sind die Quadrate derjenigen 
beiden halben zugeordneten Durehmcsser, die den gegebenen W^intel § mit einander bil- 
den. Ist die Ellipse reell, so sind die Vi'^crihe von p und q beide negativ, 
sonst beide positiv. Die Ellipse rcducirt sich auf einen Punct, wenn beide Wcrthc 
verschwinden. Wir erkennen ohne alle Muhe, und in Uehereinstimmung mit frühern 
Entwicklungen, ans der letzten Gleichung (4), dafs diese verschiedenen Fälle sich einzig 
darch das Zeichen von: 

oi^- g 

bestimmen. Wenn wir für p und q Werthc mit entgegengesetztem Zeichen 
erhalten, in weichem Falle: («^ — /3) > o, so ist die Curvc eine Hyperbel und immer 
reell; wenn alsdann p und q Null werden, so gehl dieselbe in ein System zweier geraden 
Linien über, und alsdann ist - = o. Die Gleichung (4) gibt für z gleiche und ent- 
gegengesetzte Werlhe, wenn: 

1-2« cos9+ß = o , 
alsdann Ist die Curve nach der aZil. Nummer eine gleichseitige Hyperbel; in dieser 
sind also je zwei zugeordnete Durchmesser einander gleich. Losen wir die Gleichung (i|> 
wirklich auf, so ergeben sich für p und q folgende Ausdrücke: 

Die Wetthc von p und q SiT-d nur dann reell, wenn: 
■ -...^ k{<^^—ß)sin'^9 

Diese Gränze der Realität bezieht sich auf die Bestimmung des Winkels |, nicht auf 
die Möglichkeit der Curve, Für den Fall der Ellipse gibt es ein Minimum des W^inkels 
5, worauf wir schon in der Ä46. Nummer geftihrt worden sind. Wir sehen zugleich, dafs 
diesem Minimum gleiche zugeordnete Durchmesser entsprechen. 

W^enn wir annehmen, die allgemeine Gleichung (1) sey auf rechtwinkliche Coordina- 
len bezogen, so ist 9= - ; wollen wir, hei dieser Annahme, die Gröfse der Äxen be. 

Stimmen, so ist auch % = —, und wir erhallen demnach iür die Quadrate ihrer Hälften, 

2 ^ 

ans dem Ausdrucke (5), indem wir zugleich das Zeichen desselben andern: 

252. Wenn die allgemeine, auf ein beliebiges System bezogene, Gleichung des zwei- 
ten Grades: 

y^-[-2f!xy-t-(5K-+a7y+2Jx+f = 0, (i) 

insbesondere eine Parabel darstelU, so kiinnen wir derselben durch hlofse Verlegung des 
Anfangs-Punctes der Coordinaten, immer und nur auf eine einzige Weise, folgende 
Form geben: 

y'+2axy+/3s*4-2i?'x = O. (s) 

Alsdann berührt die zweite neue Axe die Curve im Anfangs-Pnncte der Coordinaten, tmd 
nach der 235. Nummer ist: 

S =S—ay. (3) 
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Wir können femer ans dieser Glcicliniiff das mit xy Ijcliaftcle Glieü fortschaffen, in- 
dem wir iilofs der ersten Äxe eine andere Richlnng gelicn. Alsdann haben wir nach der 
Bczeichnang der 2SJ, Nummer: i//' = o und rp gleich dem Coordinaten-Winkel 5. Hier- 
nach wird die Gleichung (2) der eben angezogenen Nummer, auf die letzte Gleichung 
der Parabe\ übertragen , folgende : 

„ , ^ sinm — usiniiJ , sin'ip—^asmw smip-hS si/tüi- „ „ ä" sin'!! , , 

y^ + 2 21__^ — ixy4- ^ r^- v - ■■ • ■ ■ - - J;-— 2 — - --^ s = 0. U) 

sm& siii'& sin& 



iTi 



Ncbmcn wir nun — ; — t = «, so füllt aus dieser Glelchonff das zweite und dritte Glied 

aas, und sie rcdncirl sieb auf: 

, „ ä" sinrp , , 

Wenn wir endlich den, vermittelst der beiden Gleichungen: 

ip = (f — &, sinq> = asinilJ, 

sich ergebenden Werth von sinipi 

• , . sin9 

in den Coefficientcn von x substitniren, so wird derselbe, wenn wir zugleich wieder ä — «y 
fiit ü scbreiben: 

Dieser Ausdruck gibt also den Werth für den Parameter desjenigen Durch- 
messers, der alle der zweiten Axe parallele Chorden balbirt. Der Coordi- 
naten-Winkcl ist (— V')- Um den Parameter der Axe zu bestimmen, brauchen wir blos 
den Parameter eines beliebigen Durchmessers mit dem Quadrate des Sintis des Coordi- 
naten-Winkels zu mnltipliciren. Diefs ergibt sieb sogleich, indem wir die anf die Axe be- 
zogene Gleichung der Parabel: 

y = apx, 
hl eine Gleichung von derselben Form, bezogen auf einen andern Dnrcbmcsser , umwan- 
deln. Wir erhallen also für den Parameter der Axe der, durch (l) dargestellten, Para- 
bel folgenden Ausdruck: 

(tt=— 2acosö-l-l)V> 

§. 3. 

Gcometrisclie Bedeutung der einzelnen Constamen in der allgemeinen 

Gleichung des zweiten Grades zwisclien zweien 

veräuderliclien Gröfsen. 



253. Wir wollen wieder, wie früher, folgende Gleichung i I 

y^+2axy+/Jx^+2jy-l-2J'x-i-s = O, 
für die aligemeine Gleichung des zweiten Grades nehmen, und dieselbe auf ein. beliebiges 
Coordinatcn-Syslem be^iiebcn. Setzen wir £iir x in diese Gleichung irgendeinen bestimm- 
ten, übrigens aber willkührlichen Werth, x', so srbalten wir die Ordinalen derjenigen 

19* 
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Punctc, in welclien die Ciirvc von der durch x' Lestimmicn, der zweiten Coordinaten- 
Axe parallelen, geraden Linie geschnitten wird. Wenn wir nnn die allgemeine Gleichung 
folgendermafsen sihreiben: 

und jene Ordinaten j und y, nennen, so ergibt sich sogleich: 

y'H-y. = — ^C^^'+r)- (■_) 

Für die Summe der Ordinaten , die den Dnrcbshnitten einer andern, der zweiten Axe paral- 
lelen, geraden Linie mit der Curve entsprechen, erhallen wir bei einer analogen Be- 
zeichnung : 

y"+y„ = — aCüKM-r). 

"Wenn wir die Differenz der letzten beiden Gleichungen nehmen, so fällt y aus und es 
kommt: 

y"— y'+y„— y, = — 2a(s."~x), 
mitbin : 



-y'+y.,— 



(*) 



Sind also, um dieses Resultat zu construiren, P'M' und P"M" die beiden durch; 

X = s', X = x" 

dargestellten Parallelen nnd sind überdiefs M'N" und S'I N„ der ersten Axe parallel gezogen, 

so gibt die Gleichung (2): 

M"N"+M N 

p.p,. =—2a. 

Wie wir auch die beiden geraden Linien P'M' und F'M" parallel mit sich selbst ver- 
rücken mögen, der erste Theil dieser Gleichung behält immer ein und denselben Wertb, 
Ueber die Richtung der Coordinaten- Axcn ist durchaus keine Bestimmung gemacht wor- 
den, mitbin können wir auch die Richtung der Schneidenden, P'M' und P"M", so wie die 
Richtung von PP" beliebig annehmen. Diese Eigenschaft der Linien zweiter Ordnung 
gibt Euler im 5, Kap, des 2. Theiles seiner ,Jntroductio ad analysin inßnitorum," und 
bezeichnet dieselbe mit Grund als eine der beiden allgemeinsten Eigenschaf- 
ten dieser Linien. 

Die in Rede stehende Eigenschaft bezieht sieb unmittelbar auch auf den besondern 
Fall, wo die allgemeine Gleichung ein System zweier geraden Linien darstellt. 

Die Gleichung (2) besteht auch dann noch, wenn die, der zweiten Axe parallel ge- 
zogenen, geraden Linien der Cnrve nicht mehr begegnen, denn auch fiir den Fall imagi- 
närer Wurzeln einer quadratischen Gleichung, bleibt die Summe derselben reeU. Die 
geometrische Deutung fällt hier natürlich weg. 

Fiff. 2. ^^'i* ^Vii' können die Gleichung (2) für besondere Falle noch vereinfachen, z.B. in- 

dem wir die beiden Schneidenden so bestimmen, dafs 

y„ = y, - 

Wir brauchen zu diesem Ende nur irgend eine garade Linie MM,, der ersten Axe paral- 
lel und durch die Durebscbnitte derselben mit der Curve, wie früher, zwei gerade Linien 
MM' und M^,M" parallel mit der zweiten Axe zu ziehen. Hiernach reducirt sich die Glei- 
chnng (2) auf: 

fcy; = - 2», 

X —X 
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also ist mlL Bezlehang auf die Conslruction; 

Wfi" 

— ,i^j '- == — 2«. 

Es folgt hierans, iaSs, wie wir auch die gerade Linie MM„ parallel mit sich selbst 
verrücken mögen, die gerade Linie M'M", welche durch die Leiden Puncte {y",x") und 
(y'jx) geht, sich ebenfalls parallel mit sich selbst verrucht. 

Nach dieser Nummer erhalten wir also, für eine gegebene Linie zweiter Ordnung nnd 
fiir ein gegebenes Co ordinalen -System, sogleich den Werth des CoeOicientcn des zweiten 
Gliedes in der Gleichung der Curve. Wenn wir nemhch irgend eine der Curvc begeg- 
nende gerade Linie der ersten Axc parallel ziehen und durch die beiden Durchschnitts- 
Puncte zwei andere gerade Linien, der Axe der y parallel legen, ist Jener Coetficient 
gleich dem Quotienten des, auf der ersten geraden Linie von der Cur^-e jnterceptlrten, 
Stückes in die Differenz der auf den beiden andern geraden Linien inier cepfirten Stöcke. 
Lieber das Zeichen dieses Quotienten kann in jedem besondern Falle kein Zweifel obwalten. 

255. Die Gleicbcng (1) der 253. Nummer gibt: 

y±,L = „ («x'+y).- 
Der erste Theil dieser Gleichung bezeichnet die Ordinate der Mitte des von der Carve 
interceptirten Stückes der geraden Linie (x=x'); nennen wir diese Ordinate y, und lassen 
zugleich den Aecent von x fort, so kommt: 

y+KX+y = o. 
Diese Gleichung bezeichnet, indem wir y und x als veränderliche GrÖfsen betrachten, den 
Ort aller jener Mitten, indem wir die schneidende gerade Linie parallel mit sich selbst 
nnd der zweiten Ase verrücken. Dieser Ort, der (234) ein Durchmesser ist, halbirt also 
alle der zweiten Axe parallele Chorden. Da wir über die Richtung der zweiten AxC 
durchaus nichts bestimmt haben, so folgen allgemein folgende Satze: 

Wenn man in einer Linie zweiter Ordnung nach irgend einer beliebigen Richtung 
parallele Chorden zieht, so liegen die Mitten derselben auf einer geraden Linie, auf 
hinein Durchmesser. 

Die den parallelen Chorden parallele Tangenten bezeichnen den Uehergang, wo 
"^^ '^"rchsclinitte imaginär tverden; der Durchmesser, der jene Chorden halbirt, geht 
auch 'durch die Berührimgs - Puncte , und, umgekehrt, diejenige gerade Linie, welche 
durch zwei Puncte geht, in ivelchen zwei parallelen Tangenten eine Linie zweiter Ord- 
nung berühren, ist ein Durchmesser derselben. 

Man überzeugt sich leicht, dafs der schon früher bezeichnete Durchmesser: 
«y+ife+rf = o, 
alle der ersten Coordinaten- Axc parallele Chorden halbirt, 

256. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung : f ig. 

y^+2«xy4-5s-+2^y-h2<jx+* = o , 
nm die Durchschnitte der ersten und zweilenAxe mit der Corvo zn bestimmen, nach ein- 
ander y und X gleich Null setzen, so kommt: 

^s^+2(Jx4-£ = o, yH2jy+f = O, 
also ist, wenn wir die Wurzeln der ersten Gleichung durch x' nnd x", die Wurzeln der 
zweiten durch y' nnd y" bezeichnen: 

' " _ * - " _ 
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und die Zusammenstellung; dieser Glcichnngen gibl: 

S = ^. 

also mit Bcziehuno; auf die 3. Fie-ur: 

OQ- OQ' . 
or. op' ~ ^' 

Da in der allgemeinen Gleicliung der Wertli von ß derselbe lilcilit, wie wir anch den 
Anfangs-Punct der Coorditialcn O, mit Beibehaltung der Axen-Ricbtnng;, verlegen mö- 
gen, so bleibt der Quotient der beiden Productc OQ. OQ' und OP, OP' derselbe für alle 
beliebigen Pnnctc, dnrcb die wir nach bestimmter Richtung zwei gerade Linien OY und 
OXlegcn. Diese Bezlebiing nennt Euler: die zweite allj^cmcine Eigenschaft der 
Linien zweiter Ordnung. Der von ihm gegebene Beweis hat mit dem obigen Aelm- 
iichkeit. 

Nach dieser Nummer können wir also für eine gegebene Linie zweiter Ordnung 
und ein gegebenes Coordinaten-System, auf welche die Gleichung derselben bezogen 
werden soll, den Coefficienten ß dieser Gleichung geometrisch constmircn. Wir haben 
ferner, wenn OY die zweite Axc ist: 

OQ. 0Q= ,, 

und hiernach ergibt sich auch die Construction des lelzlon Coefficienten der allgemeinen 
Gleichung, für den Fall, dafs die fek e Axe der Curve wirklich begegnet, 

257- Im Falle, dafs die zweite Axe der Curve nicht begegnet, gibt die Gleichung: 

imaginäre Wurzeln, deren Product immer positiv ist. Wenn hingegen dio zweite Ase 
die Curve schneidet, so ist e positiv, wenn die beiden Durchschnitte auf derselben 
Seite des Anfangs-Ponctes liegen, negativ im cnigesetzten Falle, Für Ellipse und 
Parabel ist also s positiv oder negativ, je nachdem der Anfangs-Punct aufserhalb oder 
innerhalb angenommen wird. Für die Hyperbel ist, wenn der Anfangs-Punct aufser- 
halb liegt, ^positiv, wenn die zweite Axe der Cnrve nicht begegnet, oder nur einem Zwei- 
ge derselben, negativ, wenn beide Zweige geschnitten werden; wenn der Anfangs - Pnnct 
innerhalb Hegt, ist f positiv oder negativ, je nachdem die zweite Ase beide Zweige oder 
nur einen Zweig schneidet. 

Das Zeichen von ß hängt davon ab, oh die Productc der auf beiden Ascn bestimmten 
Segmente OQ, OQ' und OP. OP' von gleichem oder entgegengesetztem Zeichen sind. 
Für Ellipse und Parabel ist hiernach ß immer positiv; für die Hyperbel ist ß dann 
negativ, wenn eine der beiden Coordinaten- Axe beiden Zweigen begegnet nnd die an- 
dere nnr einem Zweige, oder überhaupt die Curve gar nicht schneidet, in den übrigen 
Fällen ist ß positiv. Der Uehergang von positiven zu negativen Werthen für ß gehl 
durch Nall oder durchs Unendliche, d. h. geometrisch genommen, indem wir der einen 
oder andern Axe eine solche Richtung geben, dafs sie mit einer der Asymptoten paral- 
lel wird, 

258. Wenn in der allgemeinen Gleichung ß gleich Eins ist, so ist: 
OQ. OQ' = OP. OP' , 
wo wir auch den Pnnct O, durch den wir zwei gerade Linien parallel mit den beiden 
Axen ziehen, annehmen mögen. Dieser Fall tritt da ein, wo eine Axe der Curve die bei- 
den Coordinaten - Axen unter gleichen W'inkeln schneidet (2t)5.). Also: 



y Google 



der Linien zweiter Ordnung. 151 

Wenn wir in irgend einer Linie zweiter Ordnung irgend zwei gerade Linien ziehen, 
die eine Axe derselben unier gleichen Winkeln schneiden, so sind diejenigen beiden 
Rechtecke gleich, die unter denjenigen Segmenten Jeder dieser Linien, ivelche zivi- 
icbeii dem Durchschm'ltc derselben und den Durchschnitten mit der Ciirve liegen, enthal- 
ten sind. Der Durchschnitt der beiden geraden Linien unter sich kann sowol aufser- 
halb als innerhalb der Curve Statt haben. 

Für den Kreis ist immer, wie wir auch die Coordinaten-Äxen Ijestimmen mögen, ß^U 
wir können also die beiden sich schneidenden geraden Linien durchaus beliebig 
annehmen. 

Wir crlialton ebenfalls gleiche Rechtecke wenn j5 = — 1 ist, was znnächst für den 
Fall der gleichseitigen, auf recht winkliche Coordinaten bezogenen Hyperbel Statt fin- 
det. Also: 

Wenn eine gleichseitige Hyperbel gegeben ist und man zieht durch irgend einen 
beliebigen Punct zwei, aufeinander senkrechte, gerade Linien, so sind die Rechtecke, 
(pelehe unter denjenigen Segmenten Jeder der beiden geraden Linien, die zwischen je- 
nem Puncto und der Hyperbel liegen, enthalten sind, einander gleich. 

An die Stelle der gleichseitigen Hyperbel können wir ein System zweier sich 
rcchtwinklich schneidenden geraden Linien setzen. 

Wir verweilen nicht dabei, für eine nicht gleichseitige Hyperbel solche Linien- 
Paare zu bestimmen, für welche die in Rede stehenden Kechtccke gleich sind. 

959. "Wir haben folgende Gleichung zur Bestimmung der Durchschnitts -Punctc der 
zweiten Axe mit der Cnrve: 

y^+ayy+e = O, 
und bienacb, wenn wir die Ordinalen dieser Pimcte durch y' imd y" unterscheiden: 

r ^ - Xtl.' . 
' 2 

Wir können also In dem Falle, dafs die zweite Axe die Linie zweiter Ordnung wirk- 
lich schneidet, den Werth von y leicht in der Constraction nachweisen: y ist ncm- 
•ich gleich dem mit entgesetztem Zeichen genommenen Abstände der Mitlc, der auf jener 
Ajce von der Curve intcrceptirten , Chordc von dem Anfangs -Puncte der Coordinaten, 
Die Gleichung; 

^x='-i-aiJx+i = o, 

gibt auf ähnliche Weise ^— ^) für die Abscisse der Mitte der, auf der ersten Axo intcr- 
ceptirten, Cborde. 

Für den Fall, dafs die zweite Axe der Curve nicht begegnet, müssen wir j' auf 
andere Weise bestimmen. Wir gelangen dazu vermillclsi; dos Durchmessers, der alle 
der zweiten Axe parallele Chorden hatbirl, und dessen Gleichung folgende ist: 

y+KX-I-/ = 0, (1) 

in der y die Ordinate des Durchschnittes dieses Durchmessers mit der zweiten Axe, mit 
entgegengesetztem Zeichen genommen, bedeutet. Ziehen wir daher irgend zwei der zwei- 
ten Ase parallele Chorden, so bestimmt diejenige gerade Linie, welche diese Chorden 
halhirt, auf jener Axe eine Ordinate, die gleich ist C~y>' öie Abscisse des Durch' 
Schnittes dieses Durchmessers mit der ersten Axe ist gleich { — ■^, 
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Nühmcn wir die Gleichung des andern Dnrclimessers, der alle der ersten Axe paral- 
lele Chorden halbirt, nemlicli die Gleichung: 

tty+,^x+iJ = o , (2) 

so finden wir für die Durchschnitle dieses Durchmessers mit der ersten und zweiten-Axc: 

= —- = — i 

flg. 3. In der 3. Figur sind BC und AD die beiden durch (I) und (2) dargestellten Durch- 

messer, mithin ist: 

OG = -y, 0A=-1, OB = ~t, OD = --. 
" ß « « 

Es ergibt sich hieraus ferner : 

OB _.y 
01> "-J' 
wonach wir zur Bestimmnng von 3 folgende Gleichung erhalten! 

OD. PC 

OB ' 
Wenn wir den Werth von 3 nicht geradezu als das vierte Glied einer geometrischen 
Proportion constrniren wollen, so tonnen wir auch durch die drei Puncte ß, C und D 
einen Kreis legen, der alsdann die erste Axe in einem Puncte schneidet, dessen Ahscissc 
gleich ist C— 3). (258> 

Wenn ß~±l ist, so kommt: 

5 = + OA; 
der chen construirte Kreis geht alsdann durch den Ponct A. 
2Ö0. W^enn wir in der allgemeinen Gleichung: 

y'^ + 2axy+ay+ßx'^+2yy+23s-i-s = O, 
für s irgend einen hesondern W^crth x substituiren, so ist das Product der beiden ent- 
sprechenden Wcrthc für y, die wir durch y' iind y" unterscheiden wollen, gleich dem 
von y unahängigen Gllede; es ist: 

y'y" = ßx'+iSs'+i. 
Aehnlich erhalten wir, indem wir eine Abscisse C~x') nehmen, und die entsprechen- 
den Ordinalen y, und y„ nennen; 

y_y^_ = ßx'^~23x'+i, 
imd wenn wir die letzten beiden Gleichungen von einander abziehen; 

y'y"— yx- = ^'^^'■ 

Fig. l\. Nehmen wir in der 4. Figur GM für x, so verschwindet offenbar das Prodnct y'y" 
und wir erhalten; 

-y,y„ = ^^^'> 

also wenn wir in der Construclion G/c gleich (— x'), d. h. abgesehen vom Zeichen, gleich 
GM nehmen: 

-23 = Ji.'- = ^ 'Q-^Q-' . 

2s' ^JM 

Wir können also auch auf diese Weise den Werth des CoefGcienten von x in der all- 
gemeinen Gleichung consU-uiren, für den Fall, dafs die zweite Axe der Curve begegnet. 

Da der Abstand der Mitte von BIM' vom Puncto Ogleich ist (—^ ■> so erhalten wir 
eine neue Bestimmung von ß, nachdem wir d zuvor construirt haben. 
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261. Wenn wir in Ücr allgemeinen Gleichung: Fig. 5. 

die drei ersten Glieder, für sicli allein genommen, glcicli Null setzen , so erhalten wir (241): 

y'-j-laxy-hßx? = 0, C)^ 

die GleicKung eines Systems von zweien geraden Linien, OM und OM', die durch den 
Anfangs-Punct der Coordinaten gehen und den Asymptoten der Curve parallel sind. 
Ziehen wir diese Gleichung von der allgemeinen ab, so bleibt: 

aj-y4-2^x+e = 0, (2) 

die Gleichung einer geraden Linie, die durch die Durchschnitte der Cur- 
ve mit jenem Systeme von zweien geraden Linien geht; woraus wir denn hei- 
läufig sehen, dafs es nur zwei solcher Durchschnitte, M'und M', gibt. 

Für den Fall der Parabel stellt die Gleichung (l) zwei zusammenfallende, durch den {"ig, ß, 
Anfangs-Punct dcrCoordinaten, durch O gehende Durchmesser derselben dar. Die Glei- 
chung (2) bezeichnet also die Tangente MS im Scheitel diese r Durchmesser. 

Für den Fall der Ellipse wird jenes System von zwei geraden Linien (i) imaginär; 
die Gleichung (2) bezeichnet immer noch eine bestimmte gerade Linie, die aber 
mit der Curve keinen Puncl mehr gemein hahen Icann. 

262. Wir hahen früher die geometrische Bedeutung von ? in der Voraussetzung 
nachgewiesen, dafs die zweite Axc der Cnrve wirklich begegnet; für den Fall der Hyper- 
bel und Parabel, erhalten wir, nach der vorigen Nummer, eine allgemeinere Construc- 
tion dieses Werthes. Lassen wir nemlich in der Gleichung (2) x verschwinden, so er- 
gibt sich für den Durchschnitt der bezüglichen geraden Linie mit der zweiten Axe: 

l = —12yy 
also, mit Beziehung auf die 5. und 6. Figur, wo OS die zweite Axe, /c die Mitte der, 
auf ihr vou der Curve intcrccptirten , Chorde QQ', und O der Anfangs-Punct ist: 
f = — 2OS. 0^(. 
Indem wir die in dieser und in der 256. Nummer .für f construirten Werlhc gleich 
setzen, erhalten wir, abgesehn vom Zeichen, folgenden Ausdruck: 
2. OS. O^t = OQ.OQ'. 
^■Mr kiSnncn auch auf ähnliche Weise * vermittelst der Gleichung : 
)'y-l-iJx4-f = o , 
deren geometrische DeuUmg wir im nächsten Paragraphen gehen werden, coiistruiren, 
und diese Construction ist keiner Beschränkung unterworfen. 

263. Die beiden Gleichungen: 

y^-hlyy+e = 0, |Sx*4-2<5'x-{-£ = o , 
geben reelle, gleiche oder imaginäre Wurzeln, je nachdem die Ausdrücke Cy- — 0) mid 
{ö^ — ßi) positiv. Null oder negativ sind. Hieran erkennen wir also, oh die erste und zweiii' 
Co ordinalen -Axe der Curve begegnen oder nichi:. 

264. Wenn für verschiedene durch die allgemeine Gleichung: 

y^4-2«xy-|-,gx'-l-2j'y-f-3rfx-K = o (,) 

dargeslelllen Curven, c und y dieselben Werlhe haben, so gibt die Gleichung: 

y^-4-2)7+s = , (2) 

gleiche Wurzeln; alle e inzelnen Curven schneiden also die zweite Axe in 
denselben beiden P uncten, Und, umgekehrt, in den Gleichungen aller Linien 
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zweiter Ordnimg, die sich in zweien festen Puncten schneiden, behalten das constaiite 
Glied und der Coeflicient von y immer denselben Werth, wenn wir die zweite Axe durch 
jene beiden festen Pitncte legen. 

Auf entsprechende VYeise schneiden verschiedene Curven die erste Axe in denselben 
beiden Puncten> wenn folgende Cileichung: 

i?x'H-2 Jx-f^ = o , (*) 

immer dieselben WnrKeln gibt, wenn nemlich - nnd — sich nicht ändern. 

Wenn verschiedene Linien zweiter Ordnung sich in denselben vier Pnncten schnei- 
den, und wir legen durch diese vier Pnncte, paarweise genommen, was anf dreifache 
Weise geschehen kann, die beiden Axen, so müssen beide Gleichungen (2) und (3) gleiche 
W^urzcln geben, mithin die vier Coelficlenten ß,y, ä und i in den Glcichnngen al- 
ler einzelnen Curven dieselben W^erthe haben, so dafs wir also alle diese 
Curven durch die Gleichung (l) darstellen können, indem wir in derselben einzig nur dem 
Coefficienten von xy einen unbestimmten Wertb, der von einer Curve zur andern sich 
ändert, beilegen. 

Zn demselben Resultate kommen wir unmittelbar auf folgende Weise. Die Glei- 
chung irgend einer Cürve zweiter Ordnung scy: 

y'-^2«xy+^s=+2yj'4-arfx+e = o, 
und d» 

xy =3 o 
die Gleichung des Systems der beiden Coordinatcn- Axen ist, so erhalten wir durch Ver- 
bindung der beiden Gleichungen jede beliebige Curve, welche die beiden Axen in densel- 
ben Piincten schneidet. Soll die resultirende Gleichung wiederum vom zweiten Grade seyn, 
so behält sie offenbar die Form der gegebenen Curve, und nur der Cocfficient des zweiten 
Gliedes kann seinen Werth ändern. 

Es ist, um den Beweis umzukehren, eben so angenrällig, dafs die Gleichungen zweier 
Curven : 

y'-f-2«xy+^x'^-}-2)T-+-2Jx-f-f = o, 
y'-t^axyH-hx^-f-2cy-4-2dx-^c = o, 
sich nar dann zu der Gleichung des Axen -Systems: 

sy = o 
verbinden lassen andern wir nemlich abziehen und durch (a— a) dlvldiren), wenn: 
b = (3, c = 7, d = J, e = f . 

265. Wir wollen wieder, indem wir ra, ß, y, ä und e als unbestimmte Coefficienten 
betrachten , 

y'+2ftxy4-^x'-J-27y-f-2iJx-f-f = o 
für die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung nehmen. Alsdann sind: 
y+ax-hy = 0, --, 

ßyH-/Jx-f-S = 0, ^^ 

die Gleichungen der beiden Durchmesser, welche die den beiden Coordinaten-Axcn pa- 
rallelen Chorden halbiren. Soll die Hichtung dieser beiden Durchmesser für verschiedene 
Curven sich nicht ändern, so müssen « und ß constaut seyn. Wenn in den Gleichungen 
verschiedener Linien zweiter Ordnung, auf irgend ein beliebiges. System bezogen, diese 
Coefficienten dieselben sind, so bleiben sie auch gleich nach jeder beliebigen Coordlnalen- 
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Umformung^ nnd von solchen Curven sagen wir, sie seyen ähnlich und von ähnli- 
cher Lage. 

VFenn also zwei oder mehrere Curven zwei Paare paralleler zugeordneten Durch- 
messer haben, so sind dieselben ähnlich und haben ähnliche Lage; wenn man ferner 
in denselben in beliebiger R ichlung parallele Durchmesser zieht ^ so sind auch die den- 
selben zugeordneten Durchmesser unier einander parallel. 

Sollen die Gleichnngea (l) zwei, durchaus unveränderliche,' gerade Linien darstellen, so 
mÖsscn die Coefficienten et, ß, y und S alle vier constant seyn, und wir können nur * in 
der allgemeinen Gleichung wiilkührlich bestimmen. Alsdann stellt diese Glcichangnur solche 
Cnrven dar, welche ähnlich sind, und ähnliche Lage und denselben MiUelpuncl hahen. 

266. Characfcristisch für die verschiedenen Linien zweiter Ordnung ist das Zeichen Fig. 2. 
des Werlhes von {a^ — |^); in der geometrischen Deutung hiervon liegt dann natürlich auch 
die allgemeinste Unterscheidung der drei Haupt- Classen dieser Linien. 
Wir können hierbei auf folgende Weise verfahren. Scy M,M^, irgend eine, der ersten 
Coordinaten-Axc parallel gezogene, gerade Linie, die der Ciirve in M, «od &I, begegnet; 
durch diese Durcbschnills - Puncte seyen MBI' nnd M,,M" parallel gelegt mit der zweiten 
Axe, und endlich durch M', den zweiten Durchschnitt der ersten dieser Linien mit der 
Curvc, M'M wiederum parallel mit ÖIIVI, nnd der ersten Axe. Alsdann ist nach der 254. 
ntid 256. Ni 

und also: 



2 N"M' 



" 4N"M'^ N"M'.]\"m" ~ ]N"M' " 4IS"M'.N"M 

Für den Fall der Parabel, wo («'— ^) Null wird, erhalten wir: 
W"M".N"iM = 4 N"M,,.]N"M', 
mithin ist das Parallelogramm M"M gleich dem Tierfachen de.s Pa- 
rallelogrammes M'M^^. Da wir über die Richtung der beiden Coordinaten-Äxcn, 
denen die Seilen dieser Parallelogramme parallel sind, durchaus keine Bestimmung ge- 
troffen haben, so haben wir einen allgemeinen Salz für die Parabel bewiesen, bei dessen 
Aussage \vir hier nicht verweilen. Derselbe Satz verificirt sich direclfm ein System zweier 
Parallellinien. 

Bei der Interpretation des Ausdruckes von (a-^ß) für den Fall der Ellipse und 
Hyperbel müssen wir auf die, durch die Lage des Piinctes N" bedingten Vorzeichen 
der verschiedenen Linien-Segmente Rücksicht nehmen. Liegt jener Punct, ähnlich wie 
in der Construction der 2. Figur, so sind die beiden Ausdrücke: 
a&«/^^ ("'-«. (S"M".N"M-4N"M„.N"M'), 

von - Inigogeftgc s etatom Zeichen. .Te nachdem also (a^ — ß) positiv oder negativ, d. h. die e^ i rf^^ 

gegebene Curve eine Hyperbel oder Ellipse ist, ist das Parallelogramm M''M .4t4*i- "''^^ 7~ ~r"Z]X 
4te&t=TO. d o r grofs e-*^3 J s_ djfcs- Parallelogramm M'IVI,. - — ^_-?^f^:^— 

Umgekehrt ist ferner ersichtlich, dafs diejenige Linie zweiter Ordnung, welche durch 
die fünf Puncte M', M", M, M,, und M^ sich legen läfst, und in der Constraclion eine 
Parabel ist, in eine Hyperbel übergeht, wenn der Punct M sieb auf der geraden Linie 
M'M weiter vom Puncte N" entfernt, in eine Ellipse hingegen, wenn er sich diesem Puncte 
nähert, und endlich wieder in eine Hyperbel, wenn M über N" hinaus, nach M' hin, 
fortrückt. — 
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Weiter dürfen wir hier den, in diesem Paragraphen eingeleiteten, Gang der Unter- 
suchung nicht verfolgen. 



§• 4- 

lieber Berüliriing zwischen einer Linie zweiter Ordnung 
und geraden Linien. 



267. Jededirecte Tangenten-Methode ist eine Umschrcihung desje- 
nigen Verfahrens nacli, welchem vermittelst Differential-Rechnung die 
Gleichung der Tangente hergeleitet wird. Wir wollen dieses "Vei-fahren, an- 
gewandt auf Linien zweiter Ordnung , geradezn hier nachbilden. 
Sey: 

y^-i~2asj-hß>i^+2yy-i-2Sx-i'i = 0, CO 

die Gleichung der gegebenen Ctirve und (y",x") ein gegebener Punct derselben, in wel- 
chem wir die Tangente construiren wollen. Zwischen y" und s" findet die Gleichung (l) 
Statt, es ist : 

y"H-2"x"y"-+-/3x"*-f-2jy"+2Jx"H-i = 0, 
und hiernach wird die Gleichung der Carve, indem wir abziehn, um i zu climinlren : 
(y'— y"')-«-2a(xy_x"y")+^(x^_x"2)H-23<y_-y")+2rf(s-x") = o. (,) 

Weil die Tangente ebenfalls durch den Pnnct (y",x") gebt, so hat ihre Gleichung fol- 
gende Form: 

y-y" = <i-s"). (3) 

So lange x unbestimmt bleibt, kann die letzte Gleichung jede beliebige gerade Linie be- 
zeichnen, welche durch den Punct (y", x") gebt. Im Allgemeinen wird eine solche Linie 
der Curve noch in einem zweiten Puncte begegnen. Bezeichnen wir die Coordlnaten die- 
ses zweiten Puncfes durch (y'+k) und (x"H-h), so müssen diese Werlhe für y und x, in 
(2) und (3) substituirt, diese Gleichungen beide befriedigen. Hiernach erhalten wir: 
fc^-|-2akh+|5h'4-2(y"+öx"-{-7)k-f-2(Ky"4-^x"-HJh = o, 
k = «h. 
Eliminlren wir aus der ersten dieser Gleichungen k vermittelst der zweiten, so kommt, 
wenn wir zugleich durch h dividiren; 

K'h-f.2a)th-+-j3h-|-2(y"-H«x"-f7)'(4-2(«y"+j?x"-f-^) = o. U) 

W^enn wir für h einen beliebigen W^erth annehmen, so gibt diese Gleichung für k zwei 
W^ertbe; wenn wir h = setzen, so wird einer dieser Wcrthc unendlich und, indem 
wir von diesem W^ertbc aistrahircn, reducirt sich die letzte Gleichung auf ihre beiden 
letzten Glieder und es ergibt sich: 

y"-4-f*x"-f-7 ' 
Dieser Werth von y. gchürt offenbar der gesuchten Tangente an. Denn den beiden Wcr- 
then von n, welche die Gleichung (4) fiir ein bestimmtes h gibt, entsprechen zwei durch 
den Punct (y",x") gehende Sekanten, von welchen, wenn h Null wird, die eine mit der 
Ordinale des Punctes (y",x") zusammenfallt, wo also das [entsprechende x unendlich 
wird, während die andere in die Tangente übergeht, und dieser entspricht nothwendig der 
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andere Werth von x. Sobstituiren wir denselben in ihre Gleictung (3), so kommt, nach 
einer einfachen Redactlon: 

{y"+«x"-H')j'+(«y"4-iSs"-W)x4-}'y"-f-iJs"-H = 0. *) (S) 

Die Form der CocfSclenten von y und x in dieser Gleichung rechtfertigt sich leicht 
a priori. 

268. Die End - Glcichnng der vorigen Nummer ist symmetrisch in Beziehung auf 
y", x" und y, x, so dafs wir ihr aiso auch folgende Form ^eben können: 

(y4-«x-4-/)y"4-{oy4-;3x-4-iJjx"-4-yy-4-<^x+f, = o. 
Wenn wir die Coordinaten irgend eines Pnnctes der durch diese Gleichung dargestellten 
Tangente kennen und diese Coordinaten- Wcrthe in die letzte Gleichung für y und x 
als constante Grüfsen substiluiren, während wir y" und x" als veränderliche Gröfscn be- 
trachten, und deshalb die Accente unterdrücken, so stellt die Gleichung; 

(y'-f-«x'H-j')y-H«y'-f-)Sx'+d)x-H'y'+tfx'-H = o, (e) 

eine gerade Linie dar, welche den, eben durch (y",x") bezeichneten, Beriihrnngs-Punct 
enthält. Eine solche gerade Linie begegnet der Curve noch in einem zweiten Puncte, m 
welchem die andere durch den Punct (y',x') gehende Tangente die Cnrve berührt. Wenn 
der Pimct (y',s.') auf der Curve selbst liegt, fällt diese Linie mit der Tangente zusammen» 
cnd hierdurch ist der Uebergang angezeigt, wo dieselbe zwar immer construirbar bleibt, 
aber der Curve nicht mehr begegnet, weil vom Puncte Cy',x') sich keine Tangenten an die- 
selbe legen lassen. Die durch (6) dargestellte gerade Linie, hei deren geometrischer Be- 
deutung wir in den folgenden Paragraphen länger verweilen werden, heifst die Polare 
des Pünctcs (y, x'). 

Dadurch, dafs für einen Punct der Curve die Polare mit der Tangente in diesem 
Puncte zusammenlallt, wird die oben erwähnte Symmetrie der Gleichung (5) bedingt. 

Es ist gut, schon hier zu bemerken, dafs auch von Polaren für imaginäre Linien 
zweiter Ordnung die Rede seyn kann. 

Wir sehen ferner nicht sogleich, welche geometrische Bedeutung die Polare eines 
gegebenen Puncles in dem Falle hat, wo wir statt der Curve ein System zweier gc- 



•) Die Gleichung (4) enthält ebenfalls die Bestimmung der Richtung der 

beiden Asjmplolen; wir branclicn zu diesem Ende nur h = - zu setzen. Wir erhallen 


nemllch, indem wir alle Glieder durch h dividiren, vnä alsdann alle diejenigen, in welchen 
h als Divisor vorkommt , vernachlässigen t 

xH-2«»+-j5 = 0, 
nitdiin , indem wir — für x schreiben ; 

fiir die Glcichting des Systems zweier geraden Linien , die durch den Anfangs - Puntt der 
Coordinaten gehen ond den Asymptoten parallel sind. 

Es erhellt auf diese Weise ganz allgemein, daß man fiir eine Curve des m. Grades, 
ein System von m geraden Lialen erhalt, die den m Asymptoten der Curve parallel sind 

und durch den Anfangs-Punet der CoovdlDaten gehen, indem man die mit der höchsten 
Potenz der veränderlichen Grö&en hehafleten Glieder in der Gleichung der Curve, fiir sich 
allein genommen, gleich Null setzt. Es versteht sich hierbei von selbst, dafs die Asympto- 
ten und die ihnen parallelen geraden Linien alle oder zum Theil imaginär seyn können. 
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radcn Linien nehmen. Sey Cy',x') wiederum der gegebene Punct, ond jenes Linien- 
System das System der Axen selbst, nnil folglich dessen Gleichung: 

xy = o. 
Für diese Annahme verwandelt sich die Gleichung (6) in folgende; 

x'y-hy'x = o. 
Die Polare geht also durch den Anfangs-Pimct der Coordinalen, nnd ferner ist leicht 
ersichtlich, dafs jede durch den Punct (y, x') gehende gerade Linie von den beiden Linien 
des Systems und der Polaren harmonisch geschnitten wlcd (36, ^g), denn geben wir 
der letzten Gleichung und derjenigen, welche die durch den Anfangs -Punct der Coordi- 
nalen und den Punct (y',x') gehende gerade Linie darstellt, folgende Formen: 

y = »(X, y = x'x, 
SO ist offenbar: 

it-i-x'<= o. 

209- Wenn wir in der Gleichung (5) y' = o und x' = o setzen, so erhalten wir: 
yy-H^-hi = 0, (7) 

für die Polare des Anfangs-Punctcs der Coordinaten. Stellen wir diese Glei- 
chung mit derjenigen geraden Linie zusammen, welche durch die Durchschnitts-Puncte 
zweier, den Asymptoten parallelen und durch den Anfangs-Punet gehenden, geraden Li- 
nien mit der Curve geht (Asymptoten -Chorde), also (261) mit der Gleichung: 

27J"+-2iJx-f-f = o, 
SO ist ersichtlich, dafs die bezliglichen Linien parallel sind nnd ilberdiefs der Anfangs- 
Pnnct von der erstem (7) noch einmal so weit absteht als von der letzlern. Zunächst be- 
zieht sich dieses Piesultat auf die Hyperbel, und da wir über den Anfangs-Punct der 
Coordinaten keine nähere Bestimmung getroffen haben, so ist allgemein folgender Satz 
bewiesen: 

Für jeden beliebigen Punct in der JEbene einer Hyperbel ist diePolare po.i;allel der 
Äsymploten-- Cliorde und steht doppelt so weit von jenem Punctc ab als diese. 

In der 7. Figur, wo der beliebig angenommene Pjnct, O, anfserhaib liegt ist MM' 
die Asymptoten -Chorde und die Berührungs-Chorde NN' ist die Polare. 

Wir können nach diesem Satze auf eine leichte Weise an eine gegebene Hyperbel, 
deren Asymptoten bekannt sind, von einem gegebenen Puncte ans Tangenten 
legen. 

Die Deutung des obigen Picsullats für den Fall der Parabel gibt folgende bekannten 
Sätze ; 

Wenn man von irgend einem Puncte in der Ebene einer Parabel Tangenten an 
dieselbe zieht, und durch denselben Punct einen Durchmesser legt, so ist die Berüh- 
rungs-Chorde parallel der Tangente im Scheitel des Durchmessers , und also auch den 
zugeordneten Ordinaten desselben. Das zwischen dem beliebigen Puncte und der Be- 
rührungs- Chorde liegende Stilck des Durchmessers wird im Durchschnitte mit der Curve 
halbirt. 

Auch für die Ellipse kann von einer Asymptoten- Chorde die Rede seyn, welche wir 
nach dieser Nummer leicht construircn können. 

270. Im vorigen Paragraphen sind wir die geometrische Construction des, 
von y nnd x unabhängigen, Gliedes der allgemeinen Gleichung des zwei- 
ten Grades für den Fall noch schuldig geblieben, wo die bezügliche Curve keine Asj-mp- 
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toten hat und die zweite Axe derselben nicbi begegnpt. Folgende IJestimnmng dieies 
Coefficienfen ist keiner Beschränkung unterworfen. Setzen wir nemllch in der Gleichung: 

X = o, SO kommt: 

* = — ry, _ . F- . 

also in Beziehung anf die 8. Figur, wo O der Änfangs-Pimct der Coordinaten, OY die *iK- ' 
zweite Axe, und ft die Mitte der anf ihr intercep'tirtcn Chorde QQ' ist: 

Wir baben hiernach ferner (250), welche Lage die durch den Punct O gebende gc- 
rade Linie auch haben mag: 

OQ.OQ' ^ O«. Ox. Ca) 

nach welcher Gleichung wir, wenn die Puncte O, Q und Q* gegeben sind, sogleich den 
Punct -A finden, d. h, wenn zwei Puncte einer Linie zweiter Ordnung bekannt sind, so 
können wir auf derjenigen geraden Linie, welclie durch diese beiden Puncle geht, leicht 
den Punct bestimmen, in welchem dieselbe, von der Polaren Jedes, beliebig auf ihr ange- 
nommenen, dritten Punctes geschnitten wird. 

"Wir können also auch, wenn irgend vier Puncte einer Linie zweiter Ordnung gegß- 
ben sind, die Polare jedes derjenigen drei Puncte bestimmen, in welclien die 
dreimal zwei geraden Linien, welche durch jene vier Puncte gehen, sich schneiden, z. B. 
wenn Q, Q', K, und K' die gegebenen Puncte sind, die Polare von O, des Durchschnit- 
tes von QQ' und KK'. 

Wir können endlich, wenn fünf Puncte gegeben sind, beliebig viele 
Puncte derjenigen Linie zweiter Ordnung finden, die durch jene fünf 
Puncte geht. Wir erhalten z. B., wenn Q, Q', K, K' und G die gegebenen Puncte 
sind, einen sechsten Punct, wenn wir für O, den Durchschnitt von QQ' und KK', die 
Polare suchen, durch O nud G eine gerade Linie legen, welche von jener Polaren in y 
geschnitten wird , und endlich auf dieser geraden Linie einen Punct G' vermittelst folgen- 
der Gleichung: 

OG OG' = Oi^. Oy, 
welche der Gleichung (2) entspricht, construiren. v bezeichnet die Mitte zwischen dem 
gegebenen Puncte G und dem gesuchtgU G'. Anf ähnliche Weise können wir so viele 
Puncte hestimnien, als wir wollen; wir brauchen hierzu im Ganzen nur zwei Polaren zu 
construiren. 

Die angezeigte Construclion erleidet nur unbedeutende Modificationen, wenn statt zwei 
oder vier der gegebenen fünf Puncte eine oder zwei Tangenten und auf denselben die Be- 
rührnogs -Puncte gegeben sind. 

All. Wir wollen in dieser Nummer die Bedingungs-Gleichung ent- 
wickeln, die Statt finden mufs, wenn eine gegebene Linie zweiter Ord- 
nung: 

y^-f-2Ksy+i5K=4-3)7-f-;£Js-f-t = o, (0 

von einer gegebenen geraden Linie: 

y = as-{-b , (j) 

berührt werden soll. Die Gleichung der geraden Linie mufs, hei dieser Yorausse- 
Iziing, die Form der 5. Gleichung der 907 Nnmnicr: 

(y"-Has"-Hj')y-f-(tty"-H|Js"H-iy)s4-/y"-4.&"-f-8 = &, 
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in der Cy",x") einen Punct der Curve bezeichnet, annehmen können. Dicfs gibt uns fol- 
gende Gleichungen : 

y"^-t-2«s"y"+;Sx"M-2^"^-2(rx"-K = o, 

^ a = «y"+^x"-4-J ^ _ ]j ^ yy"-H?x"+i 

y"-4-ax"-|-r ' y"H-«x"-t-y' 

und wenn vnr zwischen diesen drei Gleichungen die unbekannten Gröfsen y" und x" eh- 
ininiren, so erhaUen wir die gesuchte Bedinguiigs-Gleichmig. 

Zu derselben Gleichung kommen wir leichter auf folgendem Wege. Wenn wir 
nemlicK die Gleichung der Curve und der geraden Linie zusammenstellen, so erhalten wir 
im Allgemeinen zwei "Werthc für jede der veränderlichen GrÖfsen, die den beiden Durch- 
schnltts-Puncten entsprechen. Die Wcrthe für x gibt z. B. folgende Gleichung: 

(a'+2Ba-+-/5)xä-f-2(ab4-ab4-a)H-J)x-|-b^-|-2j'b-N = o, 
die wir erhalten indem wir den aus (2) genommenen Werth von y in (l) substilniren. 
Für den Fall der Berührung mufs diese Gleichung gleiche Wurzeln haben; diefs gibt uns 
folgende Bedlngungs - Gleichung : 

(ab+ab-l-«j'+J)2— (b=+2)'b+f}(a*-(-2«a-l-(5) = o, 
oder, wenn wir entwickeln, folgende: 

{a^--ß)h^+2{ä~~<xy)ah+2(.aä-~ßy)h+{f~-i)a^¥2(Y<f—ta:)a+{6-^~ßt) = o. (3) 

2^2. Die letzte Glc!<^g der vorigen Nummer verwandelt sich für den Fall , dafs die 
gerade Linie durch folgende Gleichung gegeben ist: 
py+qx = pq, 
iu nachstehende Gleichung: 

(a^~-^)p^ci^— 2C<i-«;')pf+2(«,J^i9j-)p'q+(y'— fjq*— S(vJ_.w)pq4-CiV^— /Ji)p- == o, W 
indem wir q für b und 1 — JJ für a substltulren und mit p* multipllciien- 

Die Gleichung (Zi) stellt, indem wir q nnd p als veränderliche Gröfsen betrachten, im 
Allgemeinen eine Linie der vierten Ordnung dar; diese Gleichung reducirt aber auf den 
zweiten Grad, wenn folgende beiden Gleichungen zugleich Stattfinden: 

j.=_f = 0, ä^—ßl = 0, (5) 

d.h. wenn die gegebene Curve von den beiden Coordinaten-Axen berUlirt wird {303). 
Alsdann erhalten wir nemlich, indem wir alle Glieder durch pq dividiren, niid q und p 
mit y und x vertauschen : 

{u^-ß]xj~2lS—v.'/)y+2{ai—ßy)x—5(yä-ai) = o: (6) 

die Gleichung einer Hyperbel, deren Asymptoten den beiden <die gegebene Curve berüh- 
renden) Coordinaten Axen parallel sind. Die letzte Geicbung gehl in eine ähnliche über, 

wenn wir in dieselbe ^ fllr y und für x substitulren ill,). Wenn die gegebene Curve 

eine Hyperbel ist und wir dieselbe auf Ihre Asymptoten bezichen und dem entsprechend: 

xj+i = o, 
für ihre Gleichung nehmen, so verwandelt sich (6) in folgende Gleichung: 
xy-f-4f = o , 

nnd wenn wir i für v und für s substitulren, nnd n = — nehmen , in die Glcichun* drr 

n 1 — n 2 ^ 

gegebenen Gnrve selbst, in: 
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Alk diese Resultate sind leicLt geometrisch zn deuten, das letzte z. B. heifst aiideps 
nichts als dafs jede von den hciden Asymptoten hegränzte, die Hyperbel 
berührende, gerade Linie im Berüitrungs-Puncte halbirt wird. 

273- Ist die gcgeljcne Curve eine Parabel und also s Fig< 9' 

o=-|S = o, _ (7) 

30 geht die Gleichung (6) in eine lineare iiber, neniHch in folgende: 

(rf— «j')y — (a3 — ßy)X'+-('y9 — ai) = o. 
Diese Gleichung Ist da nach (5) und (T): 

§ — ay ' S—ay 

gleichbedeutend mit folgender: 

y— ax+y = o , (s) 

und da wiederum : 

" - 3-' ^ j.' 
und wir im Ausdrucke für a das negative Zeichen nehmen mtisscn, gleichviel oh wir vom 
Durchschnitte der Tangenten an, auf welche wir die Parabel bezichen, nach den Berüh- 
rungen hin die positiven oder negativen y und x rechnen; so ist die 8. Gleichung iden- 
tisch mit folgender : 

yy+Jx-l-i = 0, <9) 

nüt der Gleichung der Polaren des Anfangs-Punctes der Coordlnaten, d. h. der Beruh- 
rungs-Chorde QP. Nehmen wir daher iiir die gerade Linie: 

py+qx = pq, , 
öie beliebige- drifte Tangente MN, so liegt der vierte Winhcl-Punct, Sj desjenigen Pa- 
rallelogrammes , dessen drei Winkel-Puncte in O, M und N fallen, auf der Berührungs- 
Chorde QP. Also: 

Wenn eine Parabel und zi^ei feste an dieselbe gelegten Tangenten gegeben sind, so 
ist der Ortßir die vierten Winkel-Pimcle aller derjenigen Parallelogramme, deren drei 
Winkel' Puncte durch die Durchschnitte der beiden festen Tangenten unter sich und mit 
einer dritten beweglichen Tangente gegeben sind, eine gerade Linie; diejenige nemlich, 
(pelche die beiden Puncte, in ipclchen die Parabel von den festen Tangenten berilhrl 
wird, verbindet. 

^'Vir können nach diesem Satze, wenn zwei gerade Linien gegeben sind, und auf je- 
der derselben ein Punct, helichlg viele Tangenten derjenigen Parabel bestimmen, welche 
die beiden gegebenen geraden Linien in den beiden gegebenen Puncten berührt. 

Wenn drei Tangenten OP, OQ und MN gegeben sind, so können wir ferner für 
je zwei derselben einen Pnnct der Berührangs-Chorde, für OP und OQ z, B. den Pnnct 
S bestimmen, und diese Linie ist also bekannt, wenn überdiefs ein anderer Punct derscl- 
foen gegeben ist 

Wenn vier gerade Linien gegeben sind, so können wir endlich belie- 
big viele Tangenten derjenigen Parabel, welche jene vier geraden Linie« 
berührt, und auf diesen Tangenten die Berübrungs-Piinc te bestimmen. 
Seyen OP, OQ, RIN and M'N' die vier gegebenen geraden Linien} alsdann können wir 
•/.^ B. diejenigen PimctP fmdcii , in welchen die beiden ersten derselben von der in 
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stehenden Parabel berülirl werden, indem wir die beiden Pnncte S nnd S', durch welche 
die Berührungs-Chorde geht, constrnlren. Nachdem diese Leiden Berührungs- Pnncte 
bestimmt sind, können wir beliebig viele Tangenten, und, ähnlich wie eben, auf jedec 
derselben den Berührungs -Ponct bestimmen. 

'. 274. Wenn wir in der Gleichung (9) 2y für y und 2x für x snbstituiren , so geht die- 
selbe in folgende Über: 

2yy-i-2$s+i = 0, 
also in die Gleichung der Tangente in demjenigen Pnncte, in welchem die Parabel von 
dem durch den Anfangs-Punct der Coordinatcn, d. h. durch den Durchschniil der beiden 
festen Tangenten, gehenden Durchmesser geschnitten wird (aöl). Diese Tangente Ist 
also (14) der geometrische Ort der Mitten der von den beiden festen 
Tangenten interceptirten Stücke aller übrigen geraden Linien, welche 
die Parabel berühren. 

Hiernach können wir wiederum, wenn vier gerade Linien gegeben sind, beliebig viele 
Tangenten derjenigen Parabel construiren, welche von den gegebenen Linien berührt wird. 
Sind OM, ON, MN und IM'N' die vier gegebenen geraden Linien, so erhalten wir z. B. 
eine fünfte Tangente, indem wir eine gerade Linie durch die Mitten R und R' von MN 
und M'N' logen i und auf diese Weise können wir beliebig fortfahren, Tangenten zu con- 
struiren. 

Beiläufig bemerten wir hier noch, dafs, für den Fall der Parabel, die Gleichung (4) 
sich auf den zweiten Grad reducirt, wenn eine der beiden Coordlnaten- Axen die Parabel 
terährt, während die andere eine durchaus beliebige Lage bat. 

975. Die Gleichung der Parabel nimmt eine symmetrische, bcmerfeenswerthe. Form 
an, wenn wir <Ueselbe auf irgend zwei ihrer Tangenten, als Coordinaten-Axcn, beziehcnr 
Zunächst geht nemllch die allgemeine Gleichung: 

y^+2axy+ßx^+3yj+ZSK+t = o , 
vermittelst der drei Bedingungs - Gleichungen : 

«^— ^ = 0, y^— ( =» o, i''-~ßt « o, 
in folgende über: 

y^— 2 - sy+ -; x'+ajT+aJx+y' = o. 

(Wir nehmen hier wieder, wie In der 273. Nummer, (— - J für den Werth von k; 

-5= a entspricht einem Systeme zweier zusammenfallenden geraden Linien'). Der letzten 
Gleichung können wir folgende Form geben: 

und indem wir aus bei>3en Tbcilcn derselben die Quadrat-Wurzel eichen; 

y+-x + y»2(^-J X y . 

Oicse Gleichung itönnen wir folgendermaafsen Eclireiben; 
„/*Y/. V. '/.^* 
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und mdem wir w-ieöernm die Quadrat- Wurzel ausziehen : 

Um diese Glciclmng in Beziehung auf die Constanten symmetrisch zu maclien, brauchen 
wir nur, was auch leicht a priori ersichtlich ist, statt ä die ALscisse des Betiihrangs - 
Punctes aof der ersten Axe cinznführen. Bezeichnen wir diese Ahscissc, negativ genom- 
men, durch ^, so ist: 

1 = 1 = t\ n,;,l,m:ä-^. 

Hiernach verwandelt sich die letzte Gleichung In folgende: 

/''•+(|)V''. =(_,;/•, 

und diese Gleichung können wir endlich noch unter folgenden beiden Formen schreiben: 

©Mr= >-'■'■■ 

Damit der letzten Gleichung Geniige geschehen könne, müssen die beiden Glieder ihres 
ersten Thciles beide imaginär, also y und y und x und | von entgegengesetzten Zeiclicn 
scyn, nnd hiernach bestimmt sich, in welchen der \ieT Coordinaten-Winkel die Parabel 
fällt. Wenn wir durch y und ? die Abstände der beiden Beriibrungs - Puncte vom An- 
fangs -Pnncte, rait den Ihnen zugehoiigen Zeichen bestimmen, so erhalten wir statt der 
letzten beiden Gleichungen folgende : 

Hier Ist nicht der Ort, an die Form dieser Gleichungen Entwicklungen anzuknüpfen. 
Für die Gleichung der Tangente in einem gegebenen Puncte der Curvc, (y",x"), erhalten 
wir, indem wir die letzten Gleichungen ähnlich behandeln, wie wir zu Anfang dieses Pa- 
ragraphen die allgemeine Gleichung behandelt haben, folgende; 



y-y 



^@r<^ 



-x"). 



2y6. Wenn eine Linie zweiter Ordnung gegeben ist, so können wir, im Allgemeinen, zwei 
Tangenten an dieselbe legen, die einer gegebenen geraden Linie parallel sind. 
Diese beiden Tangenten sind durch die Richtung, welche dieselben haben sollen, und 
durch die Natur der Linie zweiter Ordnung, vollständig bestimmt und wir können daher 
offenbar das System derselben durch eine Gleichung des zweiten Grades 
ausdrücken, in welcher, als Constanle, einzig die auf die gegebene Püchiang sich be- 
ziehende Constante und die Gonstanten der Curve vorkommen, für deren Gleichung wir 
wieder folgende nehmen wollen; 

y=+2ßxy+/Sx^-f2;'y+2^r+f = o. 
Die Form der gesuchten Gleichung des Tangenten -Systems ist folgende; 

(y— ax— b'Xy— ax— b") = o, 
oder wenn wir entwickeln : 

(y_ax)^— Cb'-|-h")Cy— as)+b'h" = o. {,) 

In diesen Gleichungen ist a als gegeben anzusehen, während h' und b" noch zu bestim- 

21 * 
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Diende GrÖfsen sind. Die Gleichung (3) der a^l. Nammec ^bt nnmiltelbar zar Bestim- 
mung derselben: 

_(b'+b") = 2f±=^25^M:^),>. 

«'— |3 
und hiernach verwaii<lclt sich die Gleichung (1) in folgende ; 

{«'— i3)(y— ax)^+2((5— «>')a+CßJ-^j'))(y— as)+((y2-0a^+2C^^— «0a4-(iJ'— j50) ,== o. (») 
Diels ist also die gesuchte Gleichung des Systems zweier parallelen Tangen- 
ten, deren Richtung durch a gegeben ist. Diese Gleichung schliefst die Bedin- 
gung für die Möglichkeit der in Rede stehenden Tangenten in sich ein, die, Im Allge- 
meinen, von der Möglichkeit der Cui-ve und von der gegebenen Richtung abhängt. Für 
den Fall der Parabel reducirt sich der Grad der eben angezogenen Gleichung (3) der 271. 
Nnmmer in Beziehung auf h, es gibt nicht zwei parallele geraden Linien, welche die Pa- 
rabel herlihren. Wir erhalten j 

2h _ O''-OaH-S0'J-«Oa-l-(3'-;Jf) 

and nüthln für die Gleichung der Tangente: 

2((,J'_ny)a+C«tf— /?j'))Cy— asH-Cy-Oa'+aCyJ-cM^+tÄ*— 15*)) « 0. (J) 

Wenn die Gleichung der Parabel unter folgender Form erscheint; 
y» = 2ps, 
so gehl die Gleichung (2^1 (3)) in folgende über: 

ab = E, 

2 

Resnitat, dessen geometrische Deutung ciaen bekannten Satz gibt. Der Gleichung (3) ent- 
spricht für diesen Fall folgende : 

y = ax + ^. (0 

277. Wir wollen nnsin dieser ^fumme^ damit beschäftigen, die Gleichung des S y- 
stems derjenigen beiden Tangenten, die an eine gegebene Linie zweiter 
Ordnung, von irgend einem gegebeneu Pnncte aus, gezogen werden kön- 
nen, zu entwickeln. Die Form der gesuchten Gleichung ist folgende: 

(fy_y')_a'CK-x'))((y~y')-a''<x-x')) = o, (5) 

wo (y', s') der gegebene Punkt ist, und a' und a" nocb zu bestimmen übrig bleiben. Zu 
diesem Bebufe wollen wir wieder au der End-Gleichung der 27'- Nummer zurückgehen. 
W^cnn wir nemlich für die Form der gegebenen geraden Linie, welche ^ic gegebene Curve 
berühren soll, folgende nehmen: 

y— / = a(x— x'), 

so geht die eben erwähnte Gleichung, indem mr(y'+ax')fiirbsabstitiiiren, in folgende über: 

((a'-/nx'»--2(.T--ßy)x'+()^~-e))a^+2(--CM^---^)x'y'+(*-«?')y'— («^-/3j')s'+CyJ-Bc))a 

+((««— ^)y'4+2C«,J-,8)')y'-H(P—j?0) = o- _ (6) 

Bezeichnen wir die Wurzeln dieser Gleichung durch a' und a", so haben wir: 

-fa'4-a'-> = ^-z(^^^'y'+(-^~''y'^y'-<-' '^~ßy^'''-^('y^~"''> 
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Die Gleichung (5) hat, cntwickellj folgende Form: 

Cy— y )^~(a'+a")(s— x')(y-y') + a'a"(x— x") ' = 0, 
ond wenn vär für (a'+a") und a'a" die eben gefundenen Wertte suLstitniren, so erhalten 
wir als gesuchte Gleichung folgende: 

(C«^— i3)x'*— 2C^— «)')x+^''— 0)(y— y':)M-aC— C«'-)5)x'y'+(*--tt>')y'--Ca(J'— j3j')x'+Cj'*— öO) 
.Cx-s')(y-y')+C(«^~(3)y'^+2(«.y-,3/)y'+CJ^-vSO)(x~s')^ = o, 
die wir auch folgen dermaafsen ordnen können s 

(yS_fXy-y')^+(a"— (S)(sy'-xy)^+2(iJ— a>-)(y— yOCxy'— x'y)-4-2C«^— WCx— s')(xy'— x'y) 

+2(yJ-£H)(x-s')[y-y'H-(<S'— /5c)(s-s7 = o. C?) 

Für die Fälle , wo die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnnilg unter fol- 
genden speciellen Formen erscheint: 

Ay + BV = A^BS 
AV — B»x'=±A^B% 
y* =s 2px, 
leiten wir aus der Gleichung (7) folgende Gleichungen her: 

A»{y-y?-(xy'— xy)^-HB^(x-x')^ = o, (s) 

7A^y-y')'-fxy'— x'y)'±B=(x— x')^ = o, (9) 

^Cy-y')txy'— x'y)--pCJc— s,')' ^ D- <io) 

Der "Vortheil, den wir aus diesen Entwicklungen ziehen können, wird später recht 
augenscheinlich werden. 

Wir hätten unmittelbar aus der Gleichung (6) 2n den Gleichungen (2) und CT) 
übergehen können; wir erhalten nemlich die Gleichung des Systems zweier parallelen 
Tangenten, deren Richtung durch a angezeigt wird, indem wir Llofs in (G) y' und x' alis 
veränderliche Gröfsen betrachten; die Gleichungen (2) und (6) sind, abgesehen von den 
Accenten, Identisch. Wir erhalten die Gleichung des Systems zweier Tangenten, die 
durch einen gegebenen Punct Cy'j x') gehen, mithin die Gleichung CD, Indem wir in (6) 
für a suhstituiren : 

y— y' 



278. Wir knüpfen an diesen Paragraphen schliefslich noch folgende Entwicklung. 
Wenn wir voraussetzen, dafs die Gleichung Irgend einer Linie zweiter Ordnung-. 

y»H-Si«xy-(-|3x'4.ajY-J-2iJx-+-c == o, d) 

auf zwei Tangenten als Coordiaaten - Axen bezogen sey, und die beiden Gleichungen; 
py -H ^x = pq, (a) 

p'y + g'x = p'q, 
eine dritfe und vierte Tangente darstellen sollen, so haben wir folgende beiden Bcdln" 
gnngs - Gleichungen ; 

(«^-|3)pq— 2(5— «yjq-I-aC«*— ;?j')p— SO-^— Kf) = 0, 
(«^— |5)p'q'— 2(5— K}')q'H-2Caff— ^j')p'— aCj'^—aO = O- 
Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ah, so kommt : 

(«^-i3)(pq-p'q')-2(5-«)'Xq~q'H-2C«5-i3j')Cp-p') = O, 
und wenn wir alle Glieder dieser Gleichung durch («^ — ß} dividiren , und 



setzen, so ergibt sich; 



a'-ß 



=-J?, 



2(p— p')y4a(q-q>— pq-p'q' si 0, 



<3> 
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(y,x) bedetitet den Mittelpontt der diircli (i) dargestellten liinie zweiter Ordnang, und 
da in der letzten Gleicliiing die Constanten der Gleichung (l) nicht mehr vorkommen, so 
bezeichnet dieselhe, indem wir y nnd x als veränderliche Gröfsen Betrachten, den geome- 
trischen Ort für die Mittelpuncte aller Linien zweiter Ordnung, welche von den beiden, 
ZQ Coordinaten - Axen genommenen, und den beiden durch (jl) dargestellten geraden Li- 
nien berührt werden. Dieser Ort ist also eine gerade Linie. Wir sehen sogleich aus 
der Form der Gleichnng (3), dafs die bezügliche gerade Linie durch die beiden Pnnctei 

(i.r)-(i.f)_ 

gebt. Diese Punkte sind aber o^enbar die Mitten zweier Diagonalen der, von den vier 
Tangenten gebildeten, vollständigen vierseitigen Figur. Wir können also leicht die in 
Rede stehende gerade Linie construiren; und es iät hierbei einerlei, welche beiden der drei 
Diagonalen der vierseitigen Figur wir nehmen (eine schickliche Wahl zweier andern Tan- 
genten zu Coordinaten-Axen hätte uns zu zweien andern Diagonalen geführt); woraus 
denn folgt, dafs die Mitten der drei Diagonalen jeder vollständigen vierseitigen Figur in 
gerader Linie liegen, und somit Laben wir folgeiiden, von Newton berröhrcnden, Satz 
bewiesen : 

Die Mittelpunkte aller Linien zwei ter Ordnung, welche vier feste 
gerade Linien berühren, liegen auf derjenigen geraden Linie, welch e 
durch die Mitten der Diagonalen der, von den fest en geraden Linien 
gebildeten, vollständigen vierseitigen Figur geht. 

Es ist offenbar, dafs die Gleichnng C3) der eben consfrnirten geraden Linie auch ein 
Durchmesser derjenigen Parabel ist, welche die vier festen geraden 
Linien berührt. 

Nach dem eben bewiesenen Satze können wir, wenn ftinf gerade Linien gegeben sind, 
den Mittelpunct derjenigen Cnrve zweiter Ordnung finden, welche die 
gegebenen fünf geraden Linien berührt. Durch diese Linien sind nc milch 
fünf verschiedene vierseitige Fignren bestimmt, und wir können also fünf gerade Linien 
construiren, die alle fünf sich im gesuchten Mittelpunkte vereinigen. 



Zusammenstellung älinlicher Linien zweiter Ordnung. 



279. Wir haben schon in dem früheren solche Linien zweiler Ordnung, die, auf 
dasselbe Coordinaten- System bezogen, durch Gleichungen dargestellt werden, in denen 
die drei ersten Glieder übereinstimmend sind, ähnliche und ähnlich liegende ge- 
nannt. Der Kürze des Ausdrucks halber, wollen wir in diesem Paragraphe unter „ähnli- 
chen Cnrven" durchgehends solche verstehen, die zugleich eine ähnliche Lage haben. Zwei 
Gleichungen von folgender Form: 

y^4-2«xy + ßx^ 4- Syy -f- 2<Js 4- « = o, CO 

y=4-2ttj*^+ ^x^ 4- 27'y -H 2<J'x 4- i' = 0, 

bezeichnen nach unserer Definition, wie wir auch y, ä, f und j-', ^^j (' bestimmen mögen, 

ähnliche Cnrven. Es ordnen sich demgemäfs ein Punct und imaginäre Cnrven 

mit ähnlichen Ellipsen zusammen. Alle solche Hyperbeln, deren Asymptoten parallel 
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sind, sind unter einantler ähnlich, nnd ein System irgend zweier den Asympto- 
ten parallelen geraden Linien, ist als eine ähnliche Hyperbel anznsehen. Da wir 
aus der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades für den besondern Fall , daCs dieselbe 
eine Parabel darstellt, immer das zweite nnd dritte Glied zugleich durch Aendenrag der 
Coordinaten- Richtung wegbringen können, so kommt bei der Aehnlichkeit der Parabeln 
Alles nur auf die Lage derselben an; Parabeln sind ähnlich, sobald die Richtung dc^ 
Durchmesser dieselbe ist. Mit ähnlichen Parabeln gehören Systeme irgend zweier 
Durchmesser derselben, die anch zusammenfallen und imaginär werden 
können, als ähnliche Linien zweiter Ordnung zusammen. 

Wenn wir die beiden Gleichungen (1), durch welche wir irgend zwei beliebige ähnli- 
che Curvcn — diese Curven mögen reell seyn oder nicht — darstellen, von einander ab- 
ziehen, so erhalten wir: 

(y~y)y + iS~i')K-h(f-l) = O: C^) 

die Gleichung einer geraden Linie, die wir leicht conslruiren können. Dieser geraden 
Linie geben wir, ganz allgemein , den Namen: Chordale der b eiden ähnlichen 
Linien zweiter Ordnung. Im Falle reeller Durchschnitte der Curven, deren es, der 
linearen Form der Gleichung (2) wegen, nur zwei geben kann, ist die Chordale der 
beiden Curven ihre gemcinscbaftlichc Chorde. 

Auf diese ^Veise ist eine Reihe von Beziehungen angedeutet, die denjenigen entspre- 
chen, bei welchen wir im zweiten Abschnitte umständlich verweilt haben: denn auch alle 
beliebige Kreise in derselben Ebene sind als ähnliche Curven anznsehen. In den näch- 
sten Erörterungen wollen wir nur Einzelnes hervorheben und auch hier möglichst kurz 
seyn. 

280. Die folgenden beiden Gleichungen bezeichnen zwei ähnliche Linien zweiter Ord- 
nung: 

y*-H2axyH-^x^4.2j7-f-2.Jx-f-f = 0, (i) 

Cy-y')'+a«(x— x'){y-y')-l.,?Cx-xy = o, (a) 

wo wir dorch (y , x") irgend einen gegebenen Punkt bezeichnen. Für die Cbordale erhal- 
ten wir durch Abziehen folgende Gleichung : 

2(y'-(-ax'4-)')y+2(«y'-fj?x'+d)x— y'^— a«x'y'— j?k'M-i = o. (S) 

Wenn die Gleichung (l) eine Hyperbel darstellt, so bezeichnet (2) ein System Fig. 5. 
zweier geraden Linien, die den Asymptoten der Hyperbel parallel sind, und durch den 
Punct Cy'jx') gehen. Nehmen wir In der 5. Figur O für diesen Punct, so sind durch (2) 
die beiden geraden Linien OM nnd OM' gegeben und MM' ist also die durch (3) darge- 
stellte Chordale. Wenn der Punkt O der Curve Immer näher rückt, indem er etwa im- 
mer auf OM bleibt, so nähert sich M', der Durchschnitt der zweiten geraden Linie OW 
mit der Hyperbel, Immer mehr dem Pnnclc BI, und wenn endlich der Punct O oder 
(y', x') auf der Hyperbel selbst angenommen wird, so gclit die Chordale MM' In die Tan- 
gente im Ptmcle (y',x') über, und diese Tangente wird alsdann durch die Gleichung (3) 
dargestellt. 

Wenn die Gleichung (1) eine Parabel darstellt, so bezeichnet (2) ein System zweier Flg. 6. 
zusammenfallenden Durchmesser, die durch den gegebenen, beliebigen Punct {y',x') ge- 
hen, und (3) stellt also die Tangente in demjenigen Pnncte dar, wo die Curve von diesen 
Durchmessern geschnitten wird. Wir erhalten allgemein die Gleichung einer geraden 
Linie, die in irgend zweien gegebene« Puncten, M nnd M', eine gegebene Parabel schnei- 
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det, wenn w die Gleicliung des Systems derjenigen beiden Durchmesser, die durch die 
Pnncte M und M' gehen, von der Gleichung der Parahel ahziehen. Für die Gleichung 
eines solchen Systems von zwei Onrchmessern können wir folgende nehmen; 
(y-y')(y_y") + a(Cx— x')Cy-y")-f-(x-x")(y~y'))4-i3(x-x')Cx— x") = o, 
wo (y',x') und (y",x") irgend zwei Pnncte der beiden Durchmesser bedenten. Die letzte 
Gleichung geht in die Gleichung (2) über, wenn wir y" = y* und x" = x' nehmen, and dem 
entsprechend geht die Secante MM' über in die Tangente in M, wenn anf dem, durch 
diesen Panct gehenden. Durchmesset der Pnnct {y',x') Hegt. 

Wenn die Gleichung (i) eine Ellipse darstellt, so bezeichnet (2) den einzelnen 
Punct (y',x'). Liegt dieser Panct auf der Ellipse, so mufs die durch (3) dargestellte ge- 
rade Linie nothwendig durch diesen Punct gehen, eben weil derselbe zugleich ein Punct 
der Ellipse ist, darf aber mit dieser letztern weiter keinen Punct mehr gemein haben; 
diese Linie ist also wiederum eine Tangente im gegebenen Pnncte (y',x'). 

Wenn der Punct Cy', x') auf der durch (1) gegebenen Carvc liegt, so ergibt sich fol- 
gende Bedingungs- Gleichung zwischen y und x': 

y''-J-2c«(y-f-i5x'^-V-3yy'-t-2d'x'-f*t = O, 
nnd hiernach redacirt sich die Gleichung (3), wenn wir zugleich, um den Fall, wo det 
Punct (y'j x') auf der Curve liegt, zu unterscheiden, denselben durch Cy",x") bezeichnen, 
auf folgende Gleichung j 

{y"-M«x"4-j')y-J-(ay"-f-j9x"-f-äJx4-;y"-l-(fx"-t*« = o; 
dieselbe Gleichung, die wir früher schon für die Gleichung der Tangente im Pnncte 
(y",x") gefunden haben (267). •) 



*) Die im Texte ectwickelte Tangenten-Melhode für Linien zweiter Ordnung erleidet Blodifica- 
tionen, wenn wir sie auf linieu höherer Ordnung ausdehnen wollen, Sey 

y34-axy^^.j3x'^j^,^3+tfy5^xy+KK'+Aj-{-|K+T = o, (a) 

die allgemeine Gleichung des dritten Grades. Wir wollen, um turz in seyn «nd um zu- 
gleich die Ideen zu lisiren , annehmen, die drei Asymptoten c!er Curve seyen alle drei reell, 
AU6ann stellt (261, Kote) folgende Gleichung; 

das System dreier geraden Linien dar, die den Asymptoten parallel sind und durch irgeniJ 
einen beliebig- angenommenen Punct (y', s') gehen. Ziehen wir die beiden Gleichungen (a) 
und Oi) von einander ab , so erhalten wir eine Gleichung des zweiten Grades. Wir sehen 
hieraus, dafs die beiden durch (a) und Ch) dargestellten geometrischen Oerter sich im AU* 
gemeinen in 2 . 3 = ß Puncf en schueiden , und dafs diese sechs Pnncte auf derselhen Li- 
nie zweiter Ordnung liegen. Wird der iPuncl (y',x') auf der Curve (a) angenommen, so 
vereinigen sich drei der sechs Durchschnitls- Pnncte in einen einzigen; die durch die resulti- 
rende Gleichung des zweiten Grades dargestellte Curve osculirtdie gegebene Corte des 
dritten Grades. 

Wenn wir die allgemeine Gleichnng des m. Grades betrachten , deren mit der höchsten 
Pofens behafteten Glieder folgende soyn mögens 

jffl.+.aaj.D-i^.jSsV"'"^-!- - • • -t- M™-'y-*-'-s"', (c) 

so erhalten Wir eine Gleichung des (m—l). Grades, wenn ivir von derselben folgende Glei- 
chung ; 
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281- Wenn die Gleichoiigcn irgend zweier älinllclien Cnrven zweiter Ordnnng gege- 
ben sind, so erhalten wir alle möglichen Curven, ■welch*! mit diesen dieselbe Chordale 
haben, indem wir ihre Gleichungen aaf beliebige ^Vcise zu einer Gleichung desselben 
Grades verbinden. Zu diesem Ende brauchen wir nur die beiden gegebenen Gleichungen, 
für welche wir folgende nehmen wollen: 

y^-i-2«sy + j3x^-H2yy-f-2(Tx-f-£ = o, (i) 

y=-+-2«sy-f-|3s^H-27'y + 2c)'xH-*' = 0, 
zu addiren, nachdem wir eine derselben, etwa die zweite, mit einem unbestimmten Factor 
fi multiplicirt haben. Auf diese Weise erhalten wir, indem wir zugleich durch (l+fO alle 
Glieder dividiren : 

■' '^ l+/i l+Z-t 1+1« 

Slalt die Gleichungen der beiden Curven zu verbinden, hätten wir auf gleiche Weise 
auch dfc Gleichung einer derselben mit der Gleichung ihrer Chordalen; 



alizichji. T)iesc letzte Gleichung stellt ein System von m geraden Linien dar, die den Asjmp- 
toten der Curve des m, Grades parallel sind, und alle im Puncte C/,x') sieh vereinigen. 
Diese m geraden Linien schneiden die Curve des m, Grades im Allgemeinen in m(m— 1) 
PunetcQ und diese m^m — IJ Puncle iicgea auf ein und derselben Linie der (m^ — 1). Ord- 
nung, deren Gleichung man durch Abziehen erhält. In dem Falle, wo der Puncl (j', x) auf 
der Curve des m. Grades seihst angenommen wird, wird dieselbe von der eben bestimmten 
Curve des (m— l), Grades ( j n aj/ptmciig osculirt, und überdiels noch inft(m— 1) Punclei» 
gesehnitlen; diese Durchschnitts -Puncte köancn sich zu neuen Osculations-Puncfen ver- 
schiedener Ordnung vereinigen, was z, B. in dem Falle geschieht, dafs der Ausdruck (c} 
sich in mehrere gleiche Factoren des ersten Grades zerlegeu läfst. 

Wir wollen noch die Gleichung eines beliebigen Grades betrachten, in welcher das con- 
slanlc Glied fehlt, und dieselbe kurz auf folgende Weise bezelchfien: 

Ä„-t-An,_i-+.A„_j4. 4-A3-f-A,-(.Ai = o, (d) 

indem wir uns in Am alle Glieder lusammengezogen dealen , in denen y und x in der m. 
Potenz vorkommen, in A,n_[ alle Glieder, In welchen diese GröTsen In der (m— l). Potenz 
vorkommen, und so fori. Alsdaun wird die Curyo (dj von folgender; 

A^_4-An,_j4- +A3-hAä4-Ai = o, (c) 

.^M— IJf'punctig osculirt; (d) und (e) werden von : 

A™_;+ 4.A3-4-A2-4-Ai = o, CO 

(m — I) functig osculirt und so fort, (d), (e), (i) xmd alle vorhergehenden werde» 
von; 

As4-A2-f-Ai = o, Cg) 

4pauctlg-, (d), Ce), CO ■ - • (g) von; 

A^-f-Ai = o, (li) 

Spuncfig osculirt und endlich (d), (e), CO ■ • Cg) und (h) von der geraden Linie: 

Ai = o, 
einfach berührt. 

22 
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verbinden können. Wir scKen aus der Form der Gleichung (2) — In welcher das mit 
der ersten Potenz von x oder y hehaftote Glied verschwindet, wenn das entsprechende 
Glied in den ursprünglich gegebenen Gleichungen (l) fehlt — dafs die Mittelpuncle aller, 
in Rede stehenden, Curven in gerader Linie liegen. Diese gerade Linie wollen wir als 
zweite Axe nehmen, und üherdiefs die Richtung der ersten Axc so bestimmen, da£s aver- 
schwindet. Alsdann erhalten die Gleichungen (l) folgende Form: 

y'^-i-ßx'^ + 2fy + i = o, (^) 

y'^~ßx''-i-2yy+f' = o, 
und für die Gleichung der Chordalen erhalten wir nachstehende : 

woraus wir zunächst sehen, dafs die Chordale denjenigen Durchmessern der gegebenen 
Curven parallel ist, deren zugeordnete in die zweite Axe fallen. Wenn wir die Chordale 
seihst zur ersten Ase nehmen, so gibt uns die letzte Gleichung folgende Bcdiugangs-Glei- 
chung zwischen den Constanten: 

e — t =z o. 
Bei einer solchen Axcn - Bestimmung geht die Gleichung (2) in folgende über: 

y-^ + ßi^- + 2ttf!Zy + i = o. (6) 

Soll diese Gleichung ein System zweier geraden Linien ausdrücken, so mnfs dieselbe, 
durch eine schickliche Annahme des unbestimmten Coefßcienlen /(, folgende Form an- 
nehmen können: 

wo zugleich das Zeichen von ß hestlnmit, ob wir wirklich zwei reelle gerade Linien erhal- 
ten, die sieb im Puncte (.y',o) schneiden, oder nur einen l'unct Cy', o). Die Vcrglelchnng 
der letzten beiden Gleichungen gibt: 

und hieraus erhalten wir zur Bestimmung von fi folgende Gleichung: 

ö''^-f)^= + 2;,(j7'-*) 4- (/'-*) = «■.... Ca) 

Diese Gleichung gibt, im Allgemeinen, zwei Werthe für /.i, die, wie die Weithe von y', 
nur dann reell sind, wenn t positiv ist. Ob i positiv oder negativ ist, wird durch die 
Lage des Anfangs -Puncles der Coordinaten und die Richtung der zweiten Axe bestimmt, 
Wenn die beiden Gleichungen (4) Ellipsen darstellen, so liegt, wenn t und *' positiv 
seyn sollen, der Anfangs-Punct nothwendig aufserhalb beider Curven, und da äiberdlefs 
die zweite Axe durch die Mittelpuncle derselben gebt, nnd die erste Axe denjenigen Durch- 
messern parallel ist, welche den, in die zweite Axe fallenden, zugeordnet sind, so begeg- 
net die erste Axc, oder, mit anderen Worten, die Chordale, keiner der beiden Ellipsen, 
die also auch in diesem Falle einander nicht schneiden. Nur unter dieser Bedingung 
geboren in die Zahl derjenigen Ocrter zweiter Ordnung, die mit den beidcA gegebenen 
Ellipsen dieselbe Cbordale haben, zwei Puncte, und diese Puncte liegen alsdann zu 
beiden Seiten der Chordalen gleich weit von derselben entfernt, t ist immer positiv, und 
also sind die "Wertbc von y' reell, wenn die beiden durch {4) gegebenen Curven imagi- 
när sind. 

Fiff. U Wenn die beiden Gleichungen (4) Hyperbeln darstellen, so mufs, damit e und i 

positiv seyen, die zweite Axe entweder keine der beiden Hyperbeln schneiden, oder beide 
in solchen zwei Puncten, die nach derselben Seite des Anfangs-Punctes der Coordinaten 
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liin liegen, oder endllcli diese Axe mufs der einen frypcrbel gar nicht und der andern la 
zwei nach derselben Seite des Änfangs-Punctes hin liegenden Pnncten begegnen. In den 
beiden ersten Fällen liegen die beiden Hyperbeln in enlsprccbenden Asymptoten- Winkeln, 
in dem dritten Falle nlclit. Auf diesen letzten Fall bezieht sich die 11. Figur, in der sich 
die Asymptoten der einen Hyperbel in C, die Asyiuptoten der andern in C schneiden. 
In allen Fällen begegnet, nach den früheren Besümniungen, die erste Axe beiden Curven, 
woraus dann ersichtlich ist, dafs je zwei hcllebige Hyperbeln, deren Asymptoten parallel 
sind, sich immer in zwei reellen Puncten schneiden. Durch diese beiden Puncto können 
wir zwei Systeme von zwei geraden Linien legen , die den Asymptoten parallel sind , uncl 
deren Gleichungen in der allgemeinen Glelchnng (6) enthalten sind. Für den Fall der 
11. Figur ist MN die Chordale; MQ und NQ, MR und NR sind die beiden Systeme, 
«nd Q und R die Durcbschnitts-Coordlnaten der beiden Linien jedes Systems. Diese 
Durchschnitte fallen in die zweite Coordlnaten- Axe, d. h, in diejenige gerade Linie, die 
durch C und C geht. 

Die Gleichung (8) reducirt sich nnr dann auf den ersten Grad, wenn eine der fol- 
genden beiden Gleichungen Statt findet: 

y^ — f = o, y"^ — i ■=■ y"^ — i =0; 
also nur in dem Falle , dafs ursprünglich schon eine der beiden Gleichungen (Zf), je nach- 
dem ß positiv oder negativ ist, einen Punct oder ein System zweier geraden Linien be- 
zeichnet. "Wenn also die GlcIeKungen (4) eine Ellipse und einen Punct ansdrücten, so 
lassen sich dieselben immer noch zu der Gleichung eines zweiten Punctes verbinden. 

Die Gleichung der Tangente in irgend einem Pnncte (y",s"} der, durch eine der Glei- 
chungen (i|)j etwa durch die erste derselben, dargestellten, Ellipsen oder Hyperbeln ist 
folgende : 

Setzen mr, um den Durchschnitt dieser Tangente mit der zweiten Axe zn bestimmen, in 
der letzten Gleichung s = o, so kommt: 

y"y+3'Cy"-t-y)-t-« = o. 

Diese Gleichung, welche in Beziehung auf y" und y symmetrisch ist, iiird befriedigt, wenn 
wir für y" und y die Wurzeln der Gleichung; 

y'= — i =^o, 
neiimen. Hieraus erhellet, dafs zwischen den beiden Puncten, zu deren Glelchnngen sich 
die Gleichungen zweier ähnlichen Ellipsen verbinden lassen, so wie zwischen den Durch- 
schnitten der geraden Linie zweier Systeme, deren Gleichungen durch Verbindung der 
Gleichungen zweier Hyperhein, deren Asymptoten parallel sind, sich ergeben: dieselbe 
Beziehung Statt findet, als zwischen irgend einem gegebenen Puncte und der Mitte derje- 
nigen Chorde, welche auf einer beliebigen der beiden Carven die Puncle verbindet, in 
welchen dieselbe von den, durch den gegebenen Punct gehenden, Tangenten berührt wird. 
Die eben bezeichneten Puncte sind zugeordnete Pole für jede der beiden gege- 
benen Curven und für jede andere, ihnen ähnliche, welche dieselbe 
Chordalc hat. 

In der 11, Figur sind Q und R die beiden zugeordneten Pole für jede der beiden Hy- 
perbeln C und C; diese Pole liegen beide auCserhald der Hyperbel 0, während einer der- 
selben, Q, innerhalb, der andere, R, aufserhalb der Hyperbel C liegt. Ziehen wir von 
Q aus Tangenten an C und C, so liegen die vier Berührungs-Puncte, Y, U, V iind Ü', 

22* 
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an gerader Linie, und diese gerade Linie geht durch R; von R aus können wir nur an C 
Tangenten legen, die entsprechende Benihrungs - Ciiorde WZ geht darch Q. 

Wenn eine der Gleichungen (ii) schon einen Pnnct oder ein System zweier sich Schnei- 
denden geraden Linien bedeutet, so erhalten wir durch eine gehörige Verhlndang dieser 
Gleichungen im ersten Falle die Gleichung des zugeordneten Poles, in dem zweiten die 
Gleichung eines neuen Systems zweier geraden Linien, die sicli in einem Punefc schnei- 
den, der der zugeordnete Pol des Durchschnittes der Linien des ersten Systems ist. 

Wenn man irgend ein Parallelogramm beschreibt, dessen Seiten den Asj-mptoten ei- 
ner gegebenen Hyperbel parallel sind, und dessen zwei Winkel -Puncte auf der Hyperbel 
sich befinden, so sind die beiden übrigen W inkei-Puncte des Parallelo- 
grammes zugeordnete Pole. Man kann hiernach leicht für irgend einen gegebenen 
Punct den zugeordneten Pol constriiiren, wenn die Richtung der Asymptoten bekannt ist. 

Die Polare eines Punctcs ist der Chordalcn parallel nnd geht durch den zugeordne- 
ten Pol desselben. 

Die Chordale zweier Puncte Kalbirt diejenige gerade Linie, welche diese Puncte 
verbindet; ihre Richtung hängt, wenn wir die beiden Puncte durch die Gleichungen (h) 
ausdrücken, von dem Coefiicienten ß ab, oder mit anderen Worten, von der ^lalur und 
der gegenseitigen Lage der beiden ähnlichen Ellipsen, die, ihren Character bis zum Ver- 
schwinden beibehaltend, auf jene Puncte sich redacirt haben. 

Die Chordale zweier Systeme von zwei sich sehneidenden geraden Li- 
nien, die ein Parallelogramm bilden, ist eine Diagonale dieses Parallelogrammes. 

232. Für die Gleichungen zweier Parabeln, deren Durchmesser parallel sind, kü'nnen 
wir folgende nehmen ; 

f-i-2yy-t-2äx-i-{: = O, 
f^2'/)-i-2Ö's + i' = o. 
Diese beiden Gleichungen können wir nur auf eine einzige W^eise zu der Gleichung ei- 
nes Systems von zwei geraden Linien verbinden. W^ir müssen zu diesem Ende x climi- 
niren, und erbalten, indem wir demzufolge beide Gleichungen von einander abziehen, 
nachdem wir zuvor die erste mit 6' , die zweite mit S muUiplicirt haben, folgende Glei- 
chung: 

Die durch diese Gleichung bezeichneten geraden Linien sind zwei Durchmesser, die aber 
auch in einen einzigen zusammenfallen und imaginär seyn können. Den verschiedenen 
Fällen entspricht, dals die beiden Parabeln sich schneiden, berühren oder keinen Punct 
gemein haben. 

Für jede von zwei ähnlich liegenden Parabeln smd zugeordnete Pole je zwei Puncte, 
die auf einem beliebigen der durch die Durchschnitte der Parabeln gehenden Durchmes- 
ser sich befinden, und gleich weit von dem Scheitel dieses Durchmessers abstehen. 

283. Wir wollen In dieser Nummer drei ähnliche Linien zweiter Ordnung zusam- 
menstellen, und die Gleichung derselben kurz auf folgende Weise bezeichnen: 

A = o, A' = o, A" - o, {,) 

Alsdann erhalten wir für die Chordalcn je zweier derselben folgende Gleichungen des er- 
sten Grades: 

A— A' - 0, A— A" = o, A'— A" = o, (=) 
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von denen irgend zwei die dritte Ledingen. Es schneiden sich also die eben bczeiclineten 
drei Cliordalcn in ein und demselben Puncto, den wir „den Chordal-Piinct der drei 
ähnlichen Linien zweiter Ordnung" nennen*]. 

Für die durch (l) dargestellten Curven können wir drei Ellipsen nehmen, oder 
auch stau einer oder zwei derselben, oder statt aller drei, Pnncte. Wir können ferner 
drei Parabeln nehmen, und erhalten auch dann noch ein geometrisches Resultat, 
wenn wir eine derselben mit einem Systeme zweier Durchmesser, die auch in 
einen einzig^cn zusammenfallen können, vertauschen. Wir können endlich auch 
drei Hyperbeln zasammenstellen und beliehig statt derselben Systeme von zw ei, 
den Asymptoten parallelen, geraden Linien nehmen, 

Nehmen wir drei Systeme von geraden Linien, so ist in obigem Schema der Fig. 12. 
Satz der 73. Nummer bewiesen, nnd wir erbalten zugleich noch eine geometrische Bedeu- 
tung des Durchschnitts - Panctes der drei Chordalen. Es seyen nemlich M, M' und M" 
die Durchschnitts -Puncto der Linien jedes Systems , und diese Puncte mögen sich auf ir- 
gend einer Hyperbel befinden und die Linien jedes Systems den Asymptoten derselben pa- 
rallel seyn. Der Chordal-Punct C, in welchem sich P"Q", P'Q' »nd PQ vereinigen, ist 
alsdann der Mittelpnncl der Hyperbel. Hiervon überzeugen wir uns sogleich, denn 
PQ z. B. geht durch P und Q , durch die Durcbschnittc der Linien zweier anderen Sy- 
steme, die beide mit der Hyperbel M"iVI' zur Chordalen haben, woraus nach der vorigen 
Nummer folgt, dafs P und Q in gerader Linie mit dem Mittelpnncte der Hyperbel liegen. 

Wir können hiernach, wenn irgend drei Puncte und zwei gerade Linien gegeben sind, 
den MittelpuDct derjenigen Hyperbel finden, die durch jene drei Puncte 
geht, und deren Asymptoten den beiden gegebenen geraden Linien pa- 
rallel sind, nnd alsdann die Hyperbel selbst leicht construiren. 

Wir wollen, als hesondern Fall, zuletzt noch die Zusammenstellung einer Hyperbel Fig. 13. 
nnd zweier Systeme von zwei geraden Linien betrachten. In der 13, Figur seyen diese bei- 
den Systeme CM, CM'" und CM', CM"; alsdann ist P der Chordal-Punct, in welchem 
Pnncte sich MM'", M'M" nnd RQ, Diagonale des Parallelogrammes CC, schneiden. Hier- 
nach können wir, wenn die Richtung der beiden Asymptoten und irgend drei Puncte der 
Hyperbel (M'M'M'") gegeben sind, sogleich einen vierten Punct (M) finden, der auf einer 
beliebig durch einen der gegebenen Puncte (M"'J gelegten geraden Linie (PM'") oder auf 
einer beliebigen, einer der Asymptoten parallelen, geraden Linie (RC) sich befindet. 



*) Wenn wir allgemein durch ! 

A == o, A' t= o, A" =3 o, 
die Glelcliungen dreier LiaieD des in, Grades beaeichuen, deren Asymptoten parallel sind, 
so stellen die Gleichungen j 

A-A' == o, A— A" = o, A'— A" = 0, 
drei neue Curven des (m— 1). Grades dar, die durch die Durchschnitte jener Curven des 
m. Grades gehen. Die drei neuen Curvea schneiden sich in denselben Puncten, de- 
ren es (m — 1)^ gibt , die aber zum Theil imaginär werden können. 

Machen wir eine Anwendung hiervon auf Linien der dritten Ordnung, so erhalten 
wir drei Linien zweiter Ordnung, die sich in denselben vier Puncten 
schneiden. Für die Linien dritter Ordnung können wir endlich noch drei Systeme von 
drei geraden Linien nehmen, welche drei Dreiecke bilden, deren iSeiten parallel sind. 
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Wir können hiernach ferner, wenn irgend vier Puncte und eine gerade Linie gege- 
ben sind, eine Hyperbel constmircn, welche durch die vier gegebenen 
Puncte geht, und deren eine Asymptote der gegebenen geraiien Linie 
parallel ist. Es kommt hier nur darauf an, dafs wir die Richtung der zweiten Asymp- 
tote der zu construirenden Hyperbel bestimmen. Seyen also M, M', M" und M'" die vier 
Puncte und RM' und QM'" gerade Linien, die einer der Asjrmptotcn der gesucLtenCurvc 
parallel sind. Man TCrbinde die gegebenen Puncte paarweise durch zwei gerade Linien, 
für welche wir hier MM'" undM'M", die sich in P schneiden, nehmen wollen. Alsdann 
redacirt sich die Construction zweier geraden Linien, die der zweiten Asymptote parallel 
sind , darauf, durch M und M" zwei solche gerade Linien zu ziehen , die unter einander 
parallel sind und auf RM und QM'" zwei Puncte, R und Q, bestimmen, die mit P in 
gerader Linie liegen. Zu diesem Ende brauchen wir nur irgend zwei beliebige parallele 
gerade Linien ay nnd V durch M und M" zu legen, und die Diagoualo y). des auf diese 
Weise entstandenen Parallclogrammes yy zu ziehen. Diese Diagonale schneidet diejenige 
gerade Linie, welche die beiden Puncte M und M" verbindet in irgend einem Puncte S. 
Zieht man nun PS , so erhält man auf RM' und QM'" die Puncte ß. und Q, un4 endlich 
die geraden Linien RM und QM", welche der zweiten Asymptote der gesuchten Curvc 
parallel sind. (Die Püchtlgkeit dieser Construction ergibt sich sogleich ; denn xl, MM" und 
RQ schneiden sich in demselben Puncto, in S; da femer vSi und J.Q , «M und J.M" pa- 
rallel sind, so sind nothwendig auch RM und QM" parallel (86)), 

Fig. 14. Wenn wir mit einer Hyperbel zwei Systeme von zwei, den Asymptoten parallelen, 
geraden Linien zusamnjenstellcn , von welchen das eine aus solchen geraden Linien be- 
steht, die sich auf der Hyperbel schneiden, so erhalten wir für eine Chordale eine Tan- 
gente. Seyen in der 14. Figur CM, CM' (ödes yM, yM') nndM"K, M"Q die beiden Sy- 
steme nnd M" ein Punct der Hyperbel ; alsdann vereinigen sich in P die Chordalen MM' 
nnd. KP (und kP) und M'P, welche die Hyperbel berührt. (Beiläufig bemerken wir auf 
diese Weise eine neue geometrische Heziehung des Chordal-Punctes dreier Systeme von 
zwei, sich iu M", C und x schneidenden geraden Linien.) Hiernach können wir, wenn 
drei Puncte einer Hyperbel und die Richtung ihrer Asymptoten bekannt sind, in jedem 
der gegebenen Puncte unmittelbar eine Tangente construiren. Wir kön- 
nen auch, umgekehrt, wenn statt eines der drei Puncte eine Tangente gegeben ist, den- 
ienigen Punct bestimmen, in welchem diese Tangente die Hyperbel berührt und also, 
nach dem Yorhergehenden , die Hyperbel selbst construiren. Sey EM" die gegebene ge- 
rade Linie, von welcher die gesuchte Hyperbel berührt werden soll und die derjenigen 
geraden Linie, welche die beiden gegebenen Puncte M nnd M' verbindet, in P begegnet. 
Die geraden Linien CM, CM' sind als gegeben zu betrachten und die Construction der 
Anlgabe reducirt sich darauf, einen Punct öl" auf der gegelienen geraden Linie BM" so 
Sil bestimmen, dafs die Diagonale KQ des Parallelogrammes CM" durch den Punct P 
seht. Zu diesem Ende brauchen wir nur, wenn wir durch D und B die Durchschnitte 
der gegebenen geraden Linie mit CM und CM' bezeichnen, M" vermittelst lolgender Glei- 
chung, zu der wir ohne Mühe aus der Construction gelangen: 

PM" = PD. PB, 

an bestimmen. M" ist alsdann der gesuchte Berührungs-Ponct. Auf entsprecherde Welse 
hätten wir vermittelst folgender Gleichung : 
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PÄr = PiJ. Vß, 
den Panct M" bestimmen können , und bicrnacli ist: 

PD. PB = PS. Vß = PM''. 

Wir verweilen nicht bei der Aussage des hierin entbaltcnen Salzes und brechen übev- 
baapt hier ab, nm zu anderen Constructlonen überzugehen. 

264. Die nachstehenden Gleichungen: 

y'^~t,ßs.'^^2Sx — f = 0, W_ 

stellen zwei ähnliche Ellipsen oder Hyperbeln dar, durch deren beide Mittclpuncte die 
zweite und erste Axc gehen. Wir nehmen an, in den beiden Gleichungen sey das con- 
stantc Glied gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen. Wenn wir in der zweiten Glei- 
chung x = o setzen, so erhalten wir für die Durchschnitte der zweiten Curve niitderzwef- 
ten Ase: 

y = ±Vf, 
woraus ersichtlich ist, daCs diese Curve durch zwei Pimcte geht, die zugeordnete Pole für 
die erste Curve sind, und gleichweit von der ersten Ase abstehen (üSl)- Wir überzeu- 
gen uns au£ ähnliche Weise, dafs gegenseitig die erste Curve die erste Ase in zweien 
Punctcn schneidet, die für die zweite Curve zugeordnete Pole sind. 

Die Gleichungen der Polaren irgend eines Punctes (y'.x) für die Curvcn (l) und (2) 
sind folgende (268): 

(y'4-j')y4-j?s'x-(-yy'-f-f = o, 

y'y-i-(ßx'~t'ä)x~i-äx'- — i = o. 

Wenn wir für (y, x) in der ersten dieser GlcichHugcn den Miltelpunct der zweiten Curve 

(0, ) , und in der zweiten derselben den MIttclpunct der ersten Curve, (— ;', o), neh- 
men, so reduciren sich beide Gleichungen auf folgende: 

yy — rfx-t-t — o, 
und eben dieselbe Gleichung erhalten wir auch fiir die Chordale der beiden Gurren, in- 
dem wir Ihre Gleichungen von einander abziehen und dann durch 2 dividiren. W^ir se- 
hen hieraus, dafs die in den beiden Durchschnitten der Curven (l) und (2) an jede der- 
selben gelegten Tangenten durch den Mittelpunct der andern gehen. 

Wenn wir ferner mit der ersten Curve eine andere zusammenstellen, die mit ihr die 
erste Axe zur Chordalen hat, und deren Gleichung also von folgender Form ist: 

y^+^x^-4-Vy-H* = o, (3) 

wo / jeden beliebigen Werth haben kann, so geht offenbar die zweite Curve durch die- 
jenigen beiden Puncte, welche zugleich für (l) und (3) zugeordnete Pole sind; sie schnei- 
det, berührt oder schneidet nicht die Central-Linle dieser beiden Curven, je nachdem jene 
Puncte reell sind, zusammenfallen oder imaginär werden; d. h. je nachdem die Curven 
(l) und (3> sich nicht schneiden, sich berühren oder schneiden. 

Der Coefilcient ä in der Gleichung (2) kann jeder beliebige seyn, und mithin derMit- 
tclpunct der bezüglichen Curve in jedem beliebigen Pimcte der ersten Akc angenommen 
werden. Wenn wir daher drei ähnliche Linien zweiter Ordnung zusammenstellen, so 
können wir aus dem Chordal-Pnncle derselben eine ihnen ähnliche Curve beschreiben, 
welche durch die zugeordneten Pole je zweier der drei gegebenen, also, im Allgemeinen, 
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durch sechs Pimcte geht. In dem Mittelpuncte dieser Corve vereinigen sieh diejenigen 
Tangenten, welche in den Durchschnitts -Pnncten derselLen mit den gegebenen Cnrven 
an letztere gelegt werden können. Sind die gegebenen Curven drei Kreise, so ist die ans 
dem Chordal-Pnnctc, als Mittelpnncte, beschriebene Curve keine andere als der Orihogo- 
nal-Kreis. "Wenn unter den gegebenen Linien zweiter Ordnung solclie si^K befinden, die 
sich auf einen Punct oder ein System zweier geraden Linien reducirt haben, so geht die 
in Rede stehende, schneidende Curve diirch die gegebenen Puncte oder die Dnrchschnltts- 
Puncte der beiden geraden Linien der gegebenen Systeme. 
Flg. 15. Nach der letzlen Bemerkung können wir eine Ellipse boscbrelhen, welche dnrcK ir- 

gend drei gegebene Puncte geht, nnd In welcher zwei zugeordnete Durchmesser irgend 
zweien gegebenen geraden Linien parallel sind, und überdlefs in einem gegebenen Ver- 
haltnisse zu einander stehen. Scyen OY und OX die Leiden gegebenen geraden Linien, 
das Verhältnifs der ihnen parallelen Durchmesser sey -r, alsdann ist, indem wir das Qua- 
drat dieses Verhältnisses durch ß bezeichnen, die Gleichung der gesuchten Ellipse, wenn 
wir dieselben auf jene beiden geraden Linien beziehen, von folgender Form: 

y'^+/3x'^-|-27y-+-2iTx-f-£ = o. 
Beeeichnen wir ferner die drei gegebenen Puncte durch {j,s.'), (y",x") und (y"',K"'), so 
ist der Mittelpunct jener Ellipse der Chordal-Pnnct der drei gegebenen, durch {olgende 
Gleichungen dargestellten, Puncte: 

Cy-y')^ + ;5(x-x')' = o, 
(y— /')-+- Kx—x'7 = o, 
i.y-Y"r+ßi^-^"T = o, 

so dafs derselbe also zugleich auf folgenden drei geraden Linien liegt: 

2(y"'~y)y-(-2^Cx'"-x> -f-y=-J-^x'^-y"'^-,5x"'= = o, (.) 

2Cy"'— y")y + 2j3(s"'— x")x 4- j"ä4.,3x"^— ;"'^— j5x"'^ = o. 
Um den Mittelpunct der verlangten Ellipse zu erhalten, brauchen wir also nur den Durch- 
schnitt Irgend zweier der durch die letzten Gleichungen dargestellten geraden Linien zu 
construiren. Zunächst Ist unmittelbar aus diesen Gleichungen selbst ersichtlich, was aus 
dem Früheren schon bekannt ist, dafs die entsprechenden drei geraden Linien durch die 
Mitten derjenigen drei geraden Linien gehen, welche die drei gegebenen Puncte, paarweise 
genommen, verbinden. Denn nehmen wir z, B. die erste der letzten drei Gleichungen, 
so wird dieselbe befriedigt, wenn wir zugleich 

= ^""^^ X = ^""^^ ' 

'' 2 ' 2 ' 

setzen. Um also die bezügliche gerade Linie zn construiren, brauchen wir nur noch ei- 
nen zweiten Punct derselben oder Ihre Richtung zu bestimmen. Beides ist leicht; beider 
Conslruction eines zweiten Punctes nehmen wir füglich einen der beiden Puncte M oder 
M' zum Anfangspuncte, und suchen den Durchschnitt der in Rede stehenden Linie mit 
einer der beiden Axen. Die 15. Figur bezieht sich auf den Fall, wo ß=.i Ist, und wir 
also eine Elhpse verlangen, welche durch die drei Puncte M, M' und M" und deren glei- 
che zufcordnete Durchmesser den beiden gegebenen geraden Linien OY und OX parallel 
sind. Bei dieser Annahme nimmt die erste der Gleichungen (l) folgende Form an: 

aCy"— y>-f-ä(x"— x')-+-y'^-f-x''— /'ä— s"^ = o, 
und gibt, wenn wir sie mit folgender Gleichung: 
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zusammenstellen: 

a = ^"-\ 

P y" — y" 
Diejenige gerade Linie ferner, welche durch die beiden Pnncte M imd M' gelit, hat, wenn 
wir die Segmente OQ' und OP' durch q' imd p' hczeichncn, folgende Gleichung: 
p'y+q'x = pq'. 



und wir haben zugleich: 
so dafs also: 



H= _ E.. 

_ P 'i\ 

hiernach ist, indem wir 0?r = OQ' imd Ojt=OP' nehmen, die gerade Linie jtk parallel 
der gesuchten fi-"C, die zugleich durch die Mitte von MM' durch /t" geht, und also voll- 
kommen hcstimmt ist. Ebenso künnen wir eine beliebige der beiden entsprechenden ge- 
raden Linien fi.'C und fiC construiren , die durch die Mitten von MM" und M'M" gehen, 
und erhalten somit den Mittelpunct der gesuchten Ellipse. 

Die Aufgahe: durch drei Pnncte eine Hyperbel %a beschreiben, deren zwei zugeord- 
nete Durchmesser, die ein gegebenes Verhältnifs zu einander haben, zwei gegebenen ge- 
raden Linien parallel sind, ist der auf die Ellipse sich beziehenden Aufgabe gam analog. 
Wir müssen alsdann nur ß mit entgegengesetztem Zeichen nehmen. Indem wir, als be- 
sondcm Fall, (3= — l setzen, erhalten wir eine gleichseitige Hyperbel, die 
durch drei gegebene Punctc geht, und deren zwei zugeordnete Durch- 
messer zweien gegebenen geraden Linien parallel sind. — 

Aus diesem Paragraphen erhellet, wie die Theorie der Chordälen und des Chordal- 
Punctes, bei der wir ansföhrlich im zweiten Abschnitte verweilt haben, sich in allen Be- 
ziehungen auf hchebige ähnliche Curven zweiter Ordnung übertragen Jäfst. Dasselbe gilt 
von der Theorie der Symmelral-Pnncte; doch wollen wir hier in diese Erürterungen 
nicht eingehen. 

§• 6. 

Verbindung der Gleichungen einer Linie zweiter Ordnung nnd eines 

Systems zweier geraden Linien zu der Gleichung eines neuen 

solchen Systems. 



585. Wir wollen zuvörderst das allgemeine Schema aufstellen, das uns in diesem 
Paragraphen beschäftigen soll. Sey 

y'-f.2«xjH-i?x'+2)'y+2'Jx-4-£ = o, (,) 

die Gleichung irgend einer beliebigen Linie zweiter Ordnung, die auf ein beliebiges Coor- 
dinalen- System bezogen ist, Sey ferner (y, x) irgend ein gegebener Punct, durch wel- 
chen wir nach beliebiger Richtung zwei gerade Linien legen, deren Gleichungen folgende 
seyen: 

(y-y')+<x-x') = o, 

Cy-y')-4->;'(x— x') = o, 
und die wir also, beide zugleich, durch folgende Gleichung ausdrucken können;^ 
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y'-H;>'4-i(>y+>!i<'s=— C(H-x>'-f-3y')y— ((^+>t')y'-f-2^'x>-4-y''H-C>'-f*')s'y'+!<'''x'- = o. U) 
Darch Verbindung der Leiden Gleichungen (1) und (2) erhalten wir die Gleichungen allet 
möglichen Cnrven, welche durch die Durchschnil.le der beiden geraden Linien mit der ge- 
gebenen Corvo gehen, wir erhalten namentlich die allgemeine Gleichung, welche alle Li- 
nien zweiter Ordnung, die durch jene DurchschniUe gehen, darstelU, indem wir eine der 
beiden Gleichungen (1) und (2), wofür wir hier die erste derselben nehmen wollen, mit 
einem unbestimmten Goefficienten fv mullipliclren und alsdann zur andern addiren. Auf 
diese Weise ergibt sich, indem wir zugleich alle Glieder der rcsultirenden Gleichung 
durch (l+|it) divithren, folgende Gleichung: 

2fia+^ fiß+>^^^ 2,uy~(y4->i>'-gy' ^ M- (>'+''' )y '— 2«= V ^ 

+ /»•f-y'4-(>t+x' )x'y'+Wx'^ ^ ^^ ^^^ 

Soll diese Gleichung wiederum ein System zweier geraden Linien darstellen, so mufs sie, 
durch eine schickliche Annahme des CoelBcIenten fi, folgende ganz der Gleichung (2} 
entsprechende Form annehmen töunen: 

y=+(?+§>y+^'x^-{(M-l>"H-ay")y-CCS+r)y"+2?S'x"-t-y"^+ß-+-l')x'y'+r^x"* = o, (*) 
und zur nähern Bestimmung der beiden geraden Linien des durch diese Gleichung darge- 
stellten Systems erhalten wir folgende fünf Gleichungen : 

l+f- 

g/<)'— (K-4-K')x'-ay' 

2,M if— (x+j(')y'— 2 Jtü'x' 

l+il ^ 

fie-\-y"^+iy.-i-i'')s.'y'+xi:'\'^ 

Diese Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung des unbestimmten Coefiicicnten 
fi und der Constanten der beiden gesuchten geraden Linien , die durch die Durchschnitte 
der gegebenen geraden Linie mit der gegebenen Curve gehen, und die einzeln durch fol- 
gende beiden Gleichungen dargestellt werden: 

y— y"+|(x— s") = o, 

y~y"-f-'^'Cx— s") = o. 
Aus denselben Gleichungen (5)1 — (9) ergibt sich eine lange Reihe geometrischer Be- 
ziehungen, SB denen wir ohne Mühe kommen, indem wir nach verschiedenen Absichten 
die Coordinaten-Asen schicklich bestimmen, und die Form der Gleichungen (^2) und (Z|) 
zweckdienlich verändern. 

286. Zuvörderst wollen wir uns mit dem unhcslimmten Goefficienten fc beschäftigen. 
Die Art, wie dieser Coefficient sich durch die gegenseitige Lage der Curve zweiten Gra- 
des, und des Systems der beiden geraden Linien, so wie durch den Winkel, den diese 
geraden Linien mit einander bilden, und durch die Natur der Curve bestimmt, ist unab- 
hängig von irgend einer Coordlnaten- Annahme. Da wir nun durchaus nichts an Allge- 
meinheit einbiifsen, indem wir die beiden gegebenen, irgend einen beliebigen Winkel hü- 



= 5+r, 


<s) 


= ?r, 


w 


= — (l+'s>"-äy", 


(7) 


= -(S+IV-«?'"". 


(s) 


= y"M-B+SVy'+ir-"'- 


M 
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dcndcn, geraden Linien zu Coordinaten - Axen nehmen, und die Cocfficionten der Cnrven- 
Gleichnng ganz unbestimmt lassen, so können wir, znm Behuf jener Bestimmung von ;(, 
statt der Gleichung (2), der vorigen Nummer, folgende: 

2xy = o (,) 

wo der Factor 2 mir der Symmetrie wegen hinzugefügt ist, mit der Gleichung: 

y^+2ttxy+i5x=+9yy+a(i'x-4-* = o, (i) 

verbinden. Vi'ir können femer statt die Gleichung der Curvc, wie in der vorigen Nnm- 
mer, die Glcichnng des Linien - Systems mit einem nnbestimmten Cocfficienlen multipli- 

ciren, nnd dann beide Gleichnngen addiren. (Dicfs kommt darauf hinaus , fi mit — zu 
vertauschen.) Wir erhalten auf diese Weise statt der Gleichung (3) folgende: 

y=+2C«+/<)xy+/5x'^+2yy-4-2iTx-H = o. (3) 

Soll diese Gleichung ein System zweier geraden Linien darstellen, so erhalten wir (33i|) 
folgende Bcdingungs - Gleichung : 

oder wenn wir in Beziebung aaf fi ordnen; 

i^^—2{äy—o.f)fi+(^^—2a3yhßr^(<'^~ß)t) = 0. (ä) 

Vermittelst dieser Gleichung finden wir /t , nur müssen wir bemerken, dafs dieselbe 
sich sowol auf denjenigen Fall bezieht, wo die Gleichung (3) ein System zweier geraden 
Linien darstellt, als auch auf denjenigen, wo diese Gielcbnng einen blofsen Punct be- 
zeichnet. Da die Gleichung (5) In Beziehung auf /i vom zweiten Grade ist, so erhalten 
wir im Allgemeinen zwei Werlhc für jU, denen zwei Linien -Systeme entsprechen, die 
sich durch die Durchschnitte der gegebenen Curve mit dem gegebenen Systeme legen 
lassen. 

Die Gleichung (5) rediicivt sich auf den ersten Grad, und gibt also nur einen einzigen 
Werth für ft, erstens wenn: 

S''—2ad'y+ßy^-(,(K^—ß)f = o, 
d. h. wenn die gegebene durch (2) dargestellte Linie zweiter Ordnung selbst schon ein 
System zweier geraden Linien, oder auch, was wir wiederum nicht übersehen dürfen, 
einen Pnnct darstellt. Zweitens redocirt sich die Gleichung (5) auf den ersten Grad, 

f = o, 
d. h. wenn der Anfangs-Punct der Coordinaten oder, mit anderen Worten, der Durch- 
schnitts-Punct der beiden geraden Linien des gegebenen Systems auf der Curve liegt. 

Die Gleichung (5) gibt für /i zwei reelle, gleiche oder imagiuMre Werlbe, je nach- 
dem der Ausdruck : 

positiv, Null oder negativ ist. Diesem Ausdrucke können wir folgende Form geben: 

und hieraus ist ersichtlich, dafs sich reelle oder imaginäre Werthe für fi ergeben, wenn 
die beiden Ausdrücke 

beide von gleichem oder cnlgcgetigesetztem Zeichen sind. Im erslern Falle begegnen 
beide Linien des gegebenen Systems (l) der gegebenen Curve, oder beide begegnen ihr 
nicht; Im andern Falle wird die Curve nur von einer geraden Linie des Systems geschnit- 
ten. Nur in dem erstem Falle lassen sich die Gleichungen der Curvc und des Linien- 
Systems zu einer neuen Gleichung eines Linien -Systems oder eines Punctes, und zwar 
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auf doppelte Weise verliinclen. Die Wcrtlic von fi sin3 gleich, wenn einer der letzten 
Ausdrücke odec beide verschwincicn J in diesem Falle wird die Curve von einer oder von 
Ijeiden Linien des gegebenen Systems bcnilirt. Zwischen gleichen VS'crthen und einem 
einzigen Werthe von /t findet ein feiner Untcrscliicd Statt j der sich auch in der Con- 
struction nachweisen läfst. 

Wenn die Gleichung (9) eine imaginäre Cnrve bezeichnet, so sind, weil keine reelle 
gerade Linie mit einer solchen Curve reelle Durchschnitte bähen kann, die letzten beiden 
Ausdrücke beide negativ, und wir erbalten also in diesem Falle immer eine zweifache 
Gleichung, die, was einstweilen noch unentschieden geblieben ist, entweder ein Linien- 
System oder einen Pnnct darstellt. 

387. Zur Unterscheidung der verschiedenen Fälle, ob, bei einer schicklichen Bcstim* 
mnng von ft, die Gleichung (3), zn der wir in der vorigen Nummer durch Yerbindnng der 
Gleichungen des Linien - Systems und der Curve gekommen sind, wieder Linien - Systeme 
oder nur Pnncte darstellt, verfahren wir am leichtesten auf folgende Welse. Es kommt 
hierbei Alles auf das Zeichen des Werthes von folgendem Ausdrucke an : 

aus welchem wir, vermittelst der Gleichung: (4), nur fi zu eliminiren brauchen. Diese 
Gleichung gibt uns: 

Sahstituiren wir diesen TVerth von (a-t-/') in dem vorigen Ausdruck, so verwandelt sich 
derselbe in folgenden: 

und wir bemerken sogleich, ilafs dieser Ausdruck das vollständige Quadrat ist von: 

• M 

Da wir nun in der vorigen Nummer als Bedingung für die Möglichkeit der Verbindung 
der Gleichungen (l) und (2) zu der Gleichung eines neuen Linien- Systems oder eines 
Punctes gefunden haben, dafs die Zeichen für die Werthe folgender Ausdrücke 

. =''"'' . f ~:^'' 

übereinstimmen müssen, so haben wir nur diejenigen Fälle zu nnterscheiden, wo die letz- 
ten Ausdrücke beide eiaen positiven oder beide einen negativen Werlh habim, d. h. wo 
die Linien des gegebenen Systems beide der Curve entweder begegnen oder nicht. Im 
etstcrn Falle hat der Ausdruck (7) reelle Wevtlic, und das Quadrat desselben, oder 

ist positiv; im andern Falle nimmt der Ausdruck (8) die Form AV — ' an, und das Qua- 
drat desselben ist nolhwendig negativ. Im erstem Falle gelangen wir also durch Verbin- 
dung der Gleichung eines Linien- Systems nnd einer Curve zu den Gleichungen zweier 
neuen Linien -Systeme, im andern Falle zu den Gleicbiuigcn zweier Pnncte. 

Diese Resultate der analytischen Entwicklung sind leicht a priori ersichtlich. Wenn 
nemüch zwei gegebene gerade Linien beide einer gegebenen Curve zweiter Ordnung be- 
gegnen, so erhalten wir vier Durchschnitte, durch welche wir noch zwei andere Systeme 
zweier geraden Linien legen können. Wenn die Curve von keiner der gegebenen geraden 
Linien geschnitten wirdj so wurde jedes zweite Linien-System das erste Linien- System. 
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schneiden, untl diese Durchsclinitte miifsten, was gegen die gcmaclile "Voraussetzung ist, 
ebenfalls auf der Cnrve liegen, wenn wir zu der Gleichung des zweiten Systems durch 
VcrLIiidung der Gleichungen des ersten Systems und der Curve gelangen könnten ; die 
Rechnung gibt uns hier, dafs zwei Puncte an die Stelle der Leiden Linien- Systeme des 
ersten Falles treten. Wenn nur eine einzige der beiden gegebenen geraden Linien der 
Curre begegnet, so mufs der durch die resultirende Gleichung dargestellte geometrische 
Ort nolhwendig darch die beiden Dnrchscbnitts- Puncte gehen, und kann also, so wenig 
als im ersten Falle, ein Punct scyn: er kann aucK kein neues Linien-System seyn, denn 
jede gerade Liuie, welche durch einen beliebigen der obigen beiden Durchschnitte geht, 
begegnet derjenigen gegebenen geraden Linie, welche die Curve nicht schneidet, und der 
Curye selbst, in zweien Pnnctcn, die nach der gemachten Voraussetzung nicht dieselben 
seyn können. 

Wenn eines der resultirenden Systeme ans zweien Parallelen bestehen soll, so er- 
halten wir, indem wir den Ausdruck bei (8) verschwinden lassen, folgende Bedingungs- 
Gleicimng: 

ä' = ßy\ 
woraus zuvörderst erhellet, dafs ß nicht negativ seyn kann. In diesem Falle reducirt sich 
ferner der Ansdruek (7) auf; 

so dafs also der Werth von {t immer reell ist. (\\"ir erhalten folglich nie bei obiger Yer- 
bindung die Gleichung eines Systems zweier imaginären Parallellinien.) i 

988. Die vorstehenden Erörterungen sind für unsern nächsten Zweck vollkommen 
hinreichend; wir wenden -uns nun wieder zu dem, in der 285, Namnier aufgestellten allge- 
meinen Schema zurück, und wollen zuerst die beiden Gleichungen (5) und (6) der eben 
angezogenen Nummer betrachten. Diese beiden Gleichungen: 



t^ß+X'^ 



w. 



enthalten als unbekannte Gröfsen fi, g und ?'. Wir können eine der beiden letzten die- 
ser drei GrÖfsen, etwa 1, auch als gegeben betrachten. Diefs kommt alsdann darauf hin- 
aas, diejenigen beiden geraden Linien, die wir bisher als ursprünglich gegeben betrachtet 
haben, und deren Gleichnngen folgende sind: 

nun SO zu bestimmen, dafs jede derselben durch einen der beiden Durchschnitte der Ciirve 
mit derjenigen geraden Linie geht, deren Gleichung folgende ist: 

y-y"-t-^(x-x") =^ o, C3J 

nnd die einem der beiden anderen Systeme angehört, zu deren Beslimmnng die Glei- 
chungen (5) — (9) der 285. Nummer führen. Wir können diese Bestimmung der geraden 
Linien (2) auf solche Weise machen, dafs x und k' ein für alle Mal bestimmte Werlhe 
behalten; so dafs also, wenn wir die durch die letzte Gleichung dargestellte gerade Linie, 
die ^mu- der Richtung nach gegeben ist, parallel mit sich seihst verrücken, sich in den 
Gleichungen (2) nur die Coordinaten des Dnrchscbnitfs-Punctes (y, x') der bezüglichen 
beiden geraden Linien ändcnu Coordinaten, die in den beiden oben zusammengestellten 

aJU« ;«• ■naX^i^nO ^^ Cn^^i^aJ*^ - JW-n. iik. CitH'if^ £tn.'M^Ca^/!Ji -tvt^'Ji^ia^-tj, o^qjii/fue^i4- 
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Gleichungen (O nicht vorkommen. Diese Gleichungen sind hei den eben gemachten Yor- 
anssetzungen hinreichend zur Bestimmung von fi und |'. Es ist also auch diejenige ge- 
rade Linie: 

y— y"-M'(x— x") = o, 

welche durch die heitlen übrigen Durchschnitte der gegebenen Ciirve und der beiden ge- 
raden Linien (2) gebt, der Richtung nach bekannt, und diese Richtung ändert sich nicht 
wie wir auch die gerade Linie (3), parallel mit sich seihst, verrücken mÜgcn. Wir ha- 
ben mithin folgenden Satz bewiesen; 

Wenn man in irgend eine Linie zweiter Ordnung beliebig fiele Vierecke beschreibt, 
in denen drei Seiten parallel sind, so sind auch die fierien Seilen derselben parallel. 

Fig. l6. Mit solchen Vierecken ordnen sich zwei Dreiecke zusammen, deren drei Seiten mit 

den ersten drei Seiten Jener Vierecke parallel sind; die Tangente in einen» Winkel-Piincte 
des Dreiecks tritt alsdann an die Stelle der ylertcn Seite. Hiemach können wir in irgend 
eine Linie zweiter Ordnung ein Dreieck beschreiben, dessen drei Selten dreien gegebenen 
geraden Linien parallel sind. Wir branchen zu diesem EnJe nur irgend eine der Curve 
begegnende, gerade Linie AB parallel mit einer der gegebenen zu ziehen, und durch die 
Durchschnitte derselben mit der Curve zwei andere gerade Linien AC und BD, die den 
beiden anderen gegebenen geraden Linien parallel sind, und der Curve in C and D be- 
gegnen. Legen wir alsdann Tangenten an die Curve, die der durch C und U gebenden 
geraden Linien parallel sind, so sind die Berührungen T und T' diejenigen Winkel- 
Pnncte der gesuchten Dreiecke {deren es mithin zwei gibt), welche den mit AB parallelen 
Seiten derselben gegenüber liegen. 

Wir können auch nach obigem Satze in einem gegebenen Puncte einer Linie zwei- 
ler Ordnung eine Tangente an dieselbe legen. Sey T der gegebene Punct; durch diesen 
Punct ziehe man nach beliebiger Richtung TM und TN, welche die Curven in M und N 
schneiden, man ziehe MN und hiermit parallel aber übrigens beliebig AB, ziehe AC und 
BD parallel mit TM und TN, ziehe CD und endlich hiermit parallel eine gerade Linie 
durch T. Diese Linie ist die gesuchte Tangente. 

Wir können für zwei der oben zusammengestellten Vierecke zwei solche nehmen, 
die eine beliebige gerade Linie zur gemeinschaftlichen Seite haben. Solche Vierecke sind 
in der l6. Figur ABDC und ABC'D'. Alsdann sind A, C, D, B, C und D' die Winkel- 
Puncte eines in die Curve beschriebenen Sechsecks, in dem zwei Paar gegenüberliegen- 
der Seilen, AC und BC, BD und AD', parallel sind, wodurch nach obigem Satze der 
Pavallelismus der beiden übrigen Seiten CD und D'C bedingt wird. Also:| 

Wenn zwei Paar gegenüberliegender Seiten eines in eine Linie zweiter Ordnung be- 
schriebenen Sechsecks parallel sind, so sind es auch die beiden übrigen Seiten. 

Indem wir hiernach in der eben angezeigten Construction der Tangente in dem gege- 
benen Puncte T sogleich durch N eine gerade Linie parallel mit TM und durch M eine 
andere parallel mit TN ziehen, bestimmt diejenige gerade Linie, "-eiche durch die zwei- 
ten Durchschnitte der beiden eben gezogenen Parallelen mit der Curve geht, die RIchlung 
der verlangten Tangente. Diese Construction rührt von lliospital her *). 

289. Der Analogie sowol des Gegenstandes als des Beweises wegen , wollen wir 
gleich hier mit der vorigen Nummer die folgenden Erörterungen zusammenstellen. Wir 



*) Traite' analjtitiue des secdons coniqueS; Nro. 208. 
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nclimen als Gleichungen des gegebenen und des resultirendcn Linien - Systems für unsere 
nächsten Zwecke, statt der Gleichungen (2) and (4) der 235- Nummer, nun folgende: 
y'-f.Cx+!(')sy-t-;Ht'x^-HiH-[r')y-f{stff'+K'o)x+öa' = 0, (0 

indem wir nemlich die Coordlnaten der Durchschnitte der heiden Linien des ersten und 
zweiten Systems ( — o) und (— <t'), (— Q und (— ?') als Constante einführen. Iliernacli er- 
halten, während die Gleichungen (5) und (6) der eben angezogenen Nummer unverändert 
bleiben, die Gleichungen (7) bis (9) folgende Formen; 

j;S±£±i _ c+f, (a) 

^ = ??■. (5) 

290. Wir wollen die erste und letzte dieser drei Gleichungen hier auf dieselbe 
Weise behandeln, wie wir in der 288. Nummer die heiden Gleichungen (O bebandelt ha- 
ben. Wir belrachlen nemlich «r, a and ? als bekannt, d. h. diejenigen drei Pnncte, in 
welchen die beiden geraden Linien des ursprünglichen Systems nnd eine gerade Linie 
des resultirendcn Systems der zweiten Äse begegnen, als gegeben. Ueber die zweite Äxe 
selbst haben wir hierbei gar keine besondere Annahme gemacht. Hiernach erhalten wir 
eine nähere Bestimmung uher jenes erste , bisher als ganz beliebig betrachtete , Linien- 
System. Wir künnen für dasselbe jedes solche nehmen, das Avir erhalten, indem wir 
durch den Punct ( — r, 0) eine durchaus beliebige, der Curve begegnende, gerade 
Linie logen, nnd die Durchschnitte derselben mit der Curve und die beiden Punctc 
(—ff, o) und {—a, 0) durch zwei gerade Linien (was auf zwiefache Art geschehen kann) 
verbinden. Sobald nun auf diese Weise «, a und ? gegeben sind, so sind die beiden 
Gleichungen (3) und (5) der vorigen Nummer zur Bestimmung von ja und ^ hinreichend. 
Wie wir also auch durch die diel festen Puncte^^ff, 0}, (—0', o) und (— £!, 0) die drei 
geraden Linien: 

y+xx+ff =! o, 

y+n'x+ff' = o, 

y+lx-H? = o, 

von denen die beiden ersten durch die beiden Durchschnitte der letzten mit der Curve 

gehen, legen mögen: die vierte gerade Linie, die durch die beiden übrigen Durchschnitte 

der ersten beiden Linien mit der Curve geht, und der folgende Gleichung entspricht; 

y+^'x-nr = o, 
schneidet die zweite Axe in einem festen und nnverämücrllchen Pimct (— f, o). Wir bä- 
hen also folgenden Satz bewiesen; 

Wenn in einer Curce ziveiier Ordnung beliebig viele Vierecke beschrieben werden, 
deren drei erste Seiten irgend einer beliebigen geraden Linie in denselben drei Funde 
begegnen, so vereinigen sich die eierten Seiten aller dieser Viereche in ein und demsel- 
ben vierten Puncte derselben geraden Linie, 

291. In die Reihe der im Satze der vorigen Nummer zusammengestellten Yierecke 
gehören im Allgemeinen auch zwei Dreiecke; hier erhalten wir statt der vierten Seiten 
Tangenten in einem Winkel - Puncte der beiden Drcicke. Diese Tangenten gehen eben- 



yGoosle 



184 Zur Theorie 

falls dnrch den oilgea vicrlen Punct C— ?', o). Hiernach können wir m eine gcgcljcnc 
Linie zweiter Ordnung ein Dreieck beschreiben, dessen drei Seiten durch drei gegebene 
in gerader Linie liegenden Puncte gehen. Wir wollen die ConsLruclion dieser Aufgabe 
anzeigen, ohne daTs eine Figur vorliegt. Seyen nemhch A, B und C die drei gegebenen 
in gerader Linie liegenden Puncte ; man ziehe durch C eine beliebige gerade Linie, welche 
die Curve in Mund M' schneide, man ziehe ferner AM und BM', welche der Curve zum 
zweiten Male inM" und W begegnen, verbinde diese Puncte durch eine gerade Linie, 
und lege endlich vom Durchschnitte dieser geraden Linie mit derjenigen, welche die ge- 
gebenen Puncte A, B und C enthält, Tangenten an die gegebene Cnrvc. Jeder der bei- 
den Beriihrnngs-Puncte ist alsdann derjenige Winkel-Pnnct eines der beiden gesuchten 
Dreiecke, welchen die durch A und B gehenden Seiten bilden. Die Determination der 
Aufgabe ergibt sich unmittelbar aus der eben angegebenen Constroction. 

fig. 17. 292. Die in der 290. Nummer betrachteten Vierecke ordnen sich immer paarweise 

zusammen, so dals, wenn wir durch den Punct ( — ^, 0) oder C irgend eine gerade Linie 
legen, welche die Curve in M und M' schneidet, wir zwei jener Yicrecke erhalten, die 
diese gerade Linie zur gemeinschaftlichen Seite haben, und deren zweite nnd dritte Sei- 
ten durch die beiden festen Puncte ( — a, 0) und {—o, 0) oder A und B gehen. Wir ver- 
binden nemlich zu diesem Ende einmal A mit M und B mit M', das andere Mal A mit 
M' und B mit M; die vierten Seiten der hierdurch bestimmten Vierecke, nemlich M"M"' 
und M,,M,„, schneiden sich im Puncte ( — ^, 0), nach der Figur in D. Bei dieser Con- 
strnction haben wir ein in die Linie zweiter Ordnung beschriebenes Sechseck MM"M"'M'M,„M,, 
erhalten, und In demselben sind MM" und M'M,„, MM„ und M'k'", WW und mJm.J^ 
welche sich in A, B und D vereinigen, ji;egemib erliegen de Seiten desselben. Da wir ftic 
dieses Sechseck ursprunglich jedes behchigc nehmen können, so gibt der blofse Anblick 
der beiden Gleichungen; 

den Beweis von folgendem bekannten Satze: 

Wetin man in irgend einem, in eine beliebige Linie Ziveiler Ordnung beschriebe- 
nen, Sechsecke .die gegenüberliegenden Seiten bis zu ihrem Durchschnitte verlängert, 
so liegen die. drei Durchschnilis • Pimcte , die m'r auf diese Weise erhallen, in gera- 
der Linie *)'. 



Indem wir das in Rede stelien.de Sechseck, wie im Teste angezeigt worden ist, consfrulrcn, 
folgen die ^Vinkel - Puncte desselben in selir verscliiedener Ordnung aufeinander, je nach- 
dem wir die gerade Linie CM' und die beiden Puncte A und B anders beslimmenj wir dür- 
fen uns hierbei nicht auf den I>{ormalfall der 17. Figur beschränken. Wenn wir, von der 
andern Seife, von einem gegebenen Sechsecke ausgehen, so können wir die Winkel-Punetc 
desselben, paarweise genommen, durch gerade Linien verbinden, und erhalten alsdann mehr- 
mals drei Puncte , die in gerader Linie liegen. Um liier in nähere Bestimmungen einzuge- 
hen, wollen wir die Winkel - Puncte des Sechsecks in der Ordnung, wie sie auf dem Um- 
fange der Linie zweiter Ordnung aufeinander folgen, durch (l), (2), (3), (4), CS) und (6) 
beüeichnea, die gerade Linie ferner, welche die Puncte (IJ und (2) -verbindet, durch (lj2) 
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Wir erhalten Modificationcn des letzten Satzes, wenn wir einmal, zweimal oder auch 
dreimal zwei Winkel -Puncte des Sechsecks in einen einzigen Punct znsammenfallcn las- 
sen. Dem letzten Falle, den wir hier allein hervorheben wollen, enlspneht folgender 
Satz: 

Wenn man in irgend eine Linie zweiter Ordnung ein Dreieck beschreibt, und in 
den Winkel -Puncten desselben Tangenten legt, so iverden letztere von den gegenüber- 
liegenden Seiten in drei Puncten geschnitten , die in gerader Linie liegen. 

293. "Wir wollen in dieser Nnmmer die Gleichung (5) der 985. Nummer: 



l+ft 



-■ 'i-^t, 



(«) 



oder (2,1) und dein entsprechend alle übrigen VerbinJungs-Linion. Bei dieser Bezeicliimng 
haben wir für den Normal -Fall folgendes Schema: 

(12) (2 3) (3 4), 

(4 5) (s G) te o, 

wobei die drei Paare unter einander stehenden Symbole die drei Paare von Linien bezeich- 
nen, deren Durchs chnitte in gerader Linie Hegen. Wenn wir die Zahlen in diesem Schema 
in irgend einer andern Ordnung auf einander folgen lassen, so erhalten wir ein neues 
Schema, deren es so viele gibt, als sechs Elemente sich permutiren lasssen, nemlich 
1.2.3.$>5.e = 720. Aber nicht jedes dieser Schemata bezieht sich auf drei neue Durch- 
schnitts - Puncte. Bebalten wir z. B. die Reihen -Folge der Zahlen des lefaten Schema's bei 
und fangen nur mit einer andern Zahl au, oder kehren wir die Ordnung der Zahlen gera- 
dezu um, so erhalten wir dieselben Durchscbm'Kc. Dicfs bestätigt sich leicht an folgenden 
beiden Schemata : 

(3 4) (4 5) (5 G), (3 2) (2 1) ^ 8), 

(e 1) (1 2) (2 3); (G 5) (5 4) (4 3); 

Wir sehen hieraus leicht, dafs wir, um die Zahl der verschiedenen geraden Linien , die 
drei Durchschnitte enthalfen, zu finden, die Zahl der möglichen PermuUtionen durch 12 di- 
vidiren müssen; auf diese Weise kommt 60. 

Wir können ferner auch nach der Zahl der verschiedenen Durchschnitts - Puncte frageBf 
welche auf diesen 60 geraden Linien liegen. Wenn nicht mehrere dieser Linien durch den- 
selben Pnnct gingen, so wäre die Zahl derselben ISO; diese Zahl reducirt sich aber auf 
den vierten Theil, auf 45, weil durch jeden Durchschnitts - Punct vier der in Rede stehen- 
den geraden Linien gehen. DkSs ist sogleich ersichtlich , da wir in dem Schema (a) z. R, 
O-") mit (2), ferner (4) init (5) und endlich zugleich (1) mit (2) und (4) mit (5) vertausche» 
kb'nnen, ohne dafs dadurch der erste Punct ein andrer ist. 

Dieselbe Zahl erhalten wir anch auf folgende Weise. Der möglichen Verbindungs- Li- 
nien je zweier der 6 Winkel - Pnncte gibt es ---- = 15, der Durchschnitte dieser 15 Ver- 
bindungs - Linien ' = 105. Aus dem Anfilick des Schema's (a) erhellet, dafs die 
Winkel - Puncte des Sechsecks selbst nicht in Betracht kommen. Durch jeden derselben ge- 
hen aber fünf Verbindungs- Linien, die sich auf — ^ = 10 verschiedene Welsen zu zwei 
mbiniren lassen. Hiernach müssen wir von jenen 105 Durchschnitten 6.10 hlnwegnehmen, 



so daf-i also noch 45 übrig hleibei 
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allein für sich hetraclitcn. Aus dieser Gleicliung verschwindet der unLcstimmte Coeificient 
f£, wenn: 

nnd wir erhallen alsdann: 

9« = x-f-x' = §+!'. 
Setzen wir nun a = o, was wir, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thun, immer 
können, wenn wir die Coordinatcn-Axe gehörig bestimmen, und nehmen wir dcmgemals 
auch K+x = o, so folgt l+g' = o. Die letzte Gleichung bezieht sich, da es im Allge- 
meinen zwei rcsahirendc Systeme gibt, auf eine zwiefache Construclion. Wir erfüllen 
die Bedingungs-Gleichung x+x = o, indem wir für das ursprüngUche System irgend zwei 
solche gerade Linien nehmen, die parallel sind den Diagonalen irgend eines in die Curve 
beschriebenen Parallelogrammes, dessen Seiten denjenigen beiden zugeordneten Dnrch- 
messern parallel sind, auf welche wir die Curve, damit aus ihrer Gleichung das mit xy 
behaftete Glied ausfalle, bezogen haben. Alsdann erhalten "wir, indem wir die Durch- 
schnitte dieses Systems mit der Curve , paarweise genommen , durch gerade Linien ver- 
hinden, im Allgemeinen noch zweimal zwei gerade Linien, die den Diagonalen solcher 
Parallelogramme, wie wir eben bestimmt haben, parallel sind. 

Wenn wir ferner die Linien des ursprünglichen Systems wie eben, und zugleich auf 

solche Art bcslimmen, dafs sie der Curve in denselben beiden Pancten begegnen, so ist 

offenbar, dafs eine Linie eines der resultirenden Systeme unverändert bleibt. Alsdann 

zeigt die Gleichuugj 

HB' = 0, 

dafs nicht nur 'i oder 'i' allein, sondern beide Grtifsen keine Aendcr-ung erleiden, wie wir 

auch x, welches gleich ist ( — x'), bestimmen mögen. Die zweite Linie des resultirenden 

Systems bleibt also immer mit sich selbst parallel. 

Wenn wir zwei beliebige gerade Liniea, die den Axen der Cnrve parallel sind, zu 

Coordinaten-Äxen nehmen, so hcifst die ßcdlngungs- Gleichung: 

anders nichts, als dafs die Linien des ursprünglichen Systems, die Äsen der Curve unter 
solchen Winkeln schneiden, die sich zu n ergänzen. Dasselbe thun alsdann die beiden 
Linien jedes der resultirenden Systeme, Hieraus folgt denn ferner, dafs, wenn wir diese 
beiden Systeme unter sich oder eines derselben mit dem ursprünglichen Systeme zusam- 
menstellen, eine Linie des einen Systems mit einer Linie des andern Systems dieselben 
Winkel bildet, als die andere Linie des einen Systems mit der andern Linie des andern. 
Wenn die Girve, welche wir betrachten, ein Kreis ist, und wir denselben aaf recht- 
winkhge Coordlnatea bezieben, so verschwindet a. Wir können demnach irgend zwei 
beliebige gerade Linien für die Linien des ursprünglichen Systems nehmen, und alsdann, 
bei der Annahme rechtwinkliger Cooi-dlnaten, die erste Asc so bestimmen , dafs: 

x+x = o, 
und also auch: 

■4+t = o. 
Hierin sind die allbekannten Sätze enthalten, dafs, wenn man In einen Kreis irgend ein 
beliebiges Viereck beschreibt, die Summe zweier gegenüberstehenden Winkel gleich ist 
ji; and daXs solche Peripherie-Winkel, die auf demselben Bogen stehen, emander gleich 
sind. 

294. Wir schliefsen hier noch einige Bemerkungen an, die bei der Verglelchung 
von Winkeln für die analytische Ealwicklang von Bedeutung sind. Wenn durch die vier 
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Durclisclinitfs-Puncte zweier Systeme von zwei geraden Linien sich ein Kreis legen läfst; 
so müssen sich ihre Gleichungen zu der Gleichung eines Kreises vorbinden lassen ; wenn, 
umgekehrt, die Gleichungen zweier Linien - Systeme sich zu einer Kreis -Gleichung ver- 
feinden lassen, so Mst sich ein Kreis durch die vier Dnrchschnitls-Puncte beschrelhcn, 
und mithin schneidet, eine gerade Linie des einen Systems eine des andern Systems un- 
ter denselben Winkeln, unter denen die beiden übrigen geraden Linien sich schneiden. 

Wenn die beiden Linien beider Systeme alle vier durch denselben Puncl gehen, so 
können wir, %¥as a priori leicht ersichtlich ist, die Gleichungen der beiden Systeme zu 
der Gleichung eines Punctes verbinden, und wenn diese Gleichung alsdann die Form der 
Gleichung eines Kreises, dessen Radius gleich Null ist, annehmen kann, so finden die- 
selben Winkel-Beziehungen als eben noch immer Statt. 

W^cnn endlich irgend zwei gegebene gerade Linien von einer dritten, für deren Glei- 
chung wir folgende nehmen: 

y-t-ÄsH-B = 0, 
unter gleichen Winkeln geschnitten werden sollen, so muCs die Gleichung des Systems der 
beiden erstei;i geraden Linien sich mit der Gleichung: 

(y4-Ax4-B)^ = 0, 

die das System zweier in die dritte gerade Linie zusammenfallenden Linien bezeichnet, sich 
zu der Gleichung eines Kreises verbinden lassen. Dieser Kreis berührt offenbar die bei- 
den ersten geraden Linien, in denjenigen beiden Puncten, in welchen sie von der dritten 
Linie geschnitten werden. 

Im nächsten Paragraphen wer<len wir una -von der Fruchtbarkeit der in dieser Num- 
mer gemachten Bemerkungen überzeugen. 

295. Wie wir m den letzten Nummern die Gleichung (5) der 285. Nummer feoLin- 
dclt haben, wollen wir nun die Gleichung (6) derselben Kummer, nemllch folgende: 

l-H,' 
behandeln. Aus dieser Gleichung verschw'indet //, 

|3 =. y-y:, W 

und wir' erhalten alsdann ; 

ß = ^y! ^ §r. (3) 

W^enn wir j5 = — l setzen, so ist, in der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaien, pv 
die gegebene Cnrve eine gleichseitige Hyperbel, und um die Bedingungs- Gleichung (2) 
zu befriedigen, müssen wir die beiden geraden Linien des ersten Systems senkrecht auf 
einander annehmen. Die Gleichung (3) zeigt, dafs alsdann auch die beiden Linien jedes 
der resultirenden Systeme auf einander senkrecht stehen. In der 18. Figur seyen M'M" 
und MM'" die beiden sich rechtwinklig schneidenden geraden Linien des ursprünglichen 
Systems, alsdann sind MM' und M"M"', MM" und M'M'" die geraden Linien der resulti- 
renden Systeme, und stehen also ebenfalls auf einander senkrecht. In jedem der vier 
Puncte M, M', M" und &i"' vereinigen sich drei gerade Linien, welche diejenigen Perpen- 
dikel sind, welche in dem, durch die drei übrigen Puncte bestimmten, Dreiecke von die- 
sen Ptmcten auf die gegenüberstehenden , nöthigenialls zu verlängernden , Seiten gefallt 
werden können. Dafs diese drei Perpendikel in jedem beliebigen Dreieck sich in demsel- 
ben Puncte kreuzen, ist auf diese W^cise indirect bewiesen, und zugleich ist dargethan, 
dafs in diesem Kreuzungs - Puncte alle möglichen gleichseitigen Hyperbeln sich schneiden, 
welche durch die drei Winkel-Puncte des Dreiecks gehen, 

24* 
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Hiemach können wir, wenn vier Puncle gegeben sind, IjelieSiIg viele neue Piincie 
derjenigen gleichseitigen Hyperbel, die durch die vier gegebenen Punctc geht, besüm- 
men *). 

Wenn wir als ursprüngliches System irgend zwei gerade Linien nehmen, die sich in 
irgend einem Puncte einer gleichseitigen Hyperbel rechtwinklig schneiden, so erhalten 
wir nur ein einziges resultirendes System, die Tangente im Durchschnitte nnd eine Chor- 
de , die auf einander wiederum senkrecht sind **). 

Wenn wir statt der gegebenen gleichseitigen Hypei-bcl ein System zweier sich recht- 
winklig schneidenden geraden Linien nehmen, so erhalten wir unmittelbar jenen Satz, 
dafs die drei von den Winkel -Punctcn eines Dreiecks aaf die gegenüberliegenden Seiten 
gefällten Perpendikel sich in demselben l'uncle schneiden. 

50, Wenn wir ferner in eine gleichseitige Hyperbel durch irgend zwei feste Puncte 
derselben zwei auf einander senksechte Chorden legen, so bleibt diejenige gerade Linie, 
welche die beiden anderen End -Puncte dieser Chorden verbindet, stets mit sich seihst 
parallel, wie wir auch, unter den gemachten Beslimmimgen, jene Chorden annehmen mö- 
gen. W^enn man insbesondere einen rechten Winkel sich nm irgend einen festen Punct 
einer gleichseitigen Hyperbel drehen läfst, so sind alle Chorden, die dnrch die Dorcb- 
schnitte der Schenkel des Winkels mit der Curvc in allen verschiedenen l^agen des 
Winkels bestimmt werden, unter sich parallel, 

297. Die Yerallgemcinerung der Resultate der beiden vorigen Nummern für den 
Fall, wo |i irgend ein beliebiges ist, hat keine Schwierigkeit. Wir erhalten hier zunächst 
einen allgemeinen Satz vom Dreiecke, der demjenigen vom Kreuzen der Perpendikel ent- 
spricht, und können, wenn drei Puncle, die Richtung der Coordinaten-Axen und ß gege- 
ben sind, sogleich einen vierten Piinct bestimmen, in welchem alle Linien zweiter Ord- 
nnng sich schneiden, welcbe durch die drei gegebenen Puncte geben, und in deren Glei- 
chungen ß Coefficicnt von x' ist. Wenn ursprünglich vier Pnnete gegeben sind, so ist 
die Linie zweiter Ordnung vollkommen bestimmt, und wir können so viele Punctc dersel- 
ben finden als wir wollen. 

Um die Resultate der 30. Nummer in der Verallgemeinerung zu constrniren, können 
wir eine Ellipse und eine Hyperbel, welche eine Axe gemeinschaftlich haben, und In de- 
nen (las Axcn- Verhällnlfs dasselbe ist, mit einander verbinden. 

298. Wir wenden uns nun zu der Gleichung (3) der 289. Nummer, nemlicb zu fol- 
gender: 

Aus dieser Gleichung verschwindet ,«, wenn: . 

ff+ff' = 2j', (») 

und alsdann erhallen wir; 



*) Recherches sur la determmation d'iine hyperbole equilaüre (tu moyende qxiatre conditions 
dorniges. Par. MM. Drianclion et Poncelet, Gergonne Ann. XI, p, 205.~220. 
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wo sich im Allgemeinen ? nnd 5' auf ein zwiefaches Linien -System beziehen. Die allge- 
meine Bedeutung der Bedingungs- Gleichung (2) ist, dafs die beiden geraden Linien des 
ursprünglichen Systems die Axe der y in zweien solchen Punctcn schneiden, die gleich- 
weit von demjenigen Puncle ahstehen, in welchem der alle dieser Axe parallele Chor- 
den halbirende Durchmesser derselben begegnet. Wenn also die beiden geraden Linien 
des ursprünglichen Systems diese Bedingung erfüllen , so findet nach der Gleichung (3) 
dasselbe Statt für die beiden geraden Linien jedes der resultlrenden Systeme. Hiemach 
ergeben sich nachstehende einzelne Resultate: 

Wenn man auf einer Chorde oder ihrer Verlängerung zwei solche Puncte annimmt, 
die i'on der Milte der Chorde und also auch pon den Durchschnitten derselben mit 
der Curfe gleichtveit entfernt sind, und durch diese Puncte zwei beliebige gerade Linien 
legt, ivelche die Curee in eier Pancten schneiden, so begegnet jedes derjenigen Linien' 
Paare, die diese oier Puncte, paariveise genommen, verbinden , der Chorde oder ihrer 
Verlängerung wiederum in zwei solchen Punclen, die von. der Mitte der Chorde, und 
also auch von den beiden obigen Durchschnitten, gleichweit abstehen. 

Dieser Satz besteht auch dann noch, wenn wir die geraden Linien des ursprüngli- 
chen Systems beide durch die Mitte der Chorde legen. Lassen wir überdiefs noch diese 
beiden Linien in eine einzige znsammenfallen , so erhalten wir als einziges resultirencle 
System zwei Tangenten, deren Durchschnitte mit obiger Chorde glcicbweit von den 
Durchschnitten dieser mit der Curve abstehen. Und, umgekehrt, wenn wir von zwei 
Punctcn einer geraden Linie, die glcicbweit von den Durchschnitten derselben mit der 
Curve abstehen, Tangenten an dieselbe legen, so können wir die beiden Paare von Be- 
rührungs-Pnncten durch vier gerade Linien mit einander verbinden; zwei dieser geraden 
Linien gehen durch die Milte der auf der ersten geraden Linie von der Curve interccp- 
tirten Chorde, die zwei anderen aber sind dieser Linie parallel, was mit dem "Vorstehen- 
den durchaus in Uebcreinstimmung ist; denn jede dieser Bcriihrungs- Chorden ist als ein 
System zweier zusammenfallenden Linien anzusehen, die beide der beliebig angenomme- 
nen Chorde in unendlicher Entfernung begegnen, jedoch so, dafs diese Durchschnitts- 
Puncte za beiden Seiten liegen. 

Statt der bisher betrachteten, die Linie zweiter Ordnung schneidende, gerade Linie 
können wir auch eine Tangente oder auch eine der Curve nicht begegnende gerade Linie 
nehmen; wofür sich sogleich die Modificationen der vorstehenden Satze ergeben. 

Wir können endlich noch das nrsprüngliche System auf nnendlichmalig verschiedene 
Weise so bestimmen, dafs eine gerade Lim'e eines resultiremüen Systems durch einen fe- 
sten Punct der zweiten Axe, durch den Punct (■ — ^, o) geht; alsdann geht die zweite Li- 
nie des Systems ebenfalls durch einen festen Funct 

(— C') o> oder ÜK—Zy), o). 

299. Wir wollen in dieser Nummer tÜü Gleichimg (5) der 989. Nummer, nemlich 
folgende : 

gerade so behandeln, wie die früheren. Aus dieser Gleichung verschwindet^, wenn: 
trad alsdann ergibt sich: 
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Wenn wir also anf der Asc ^er y irffend zwei Pnncte bestimmen, deren Anstände vom 
Anfangs -Punctc, in einander mnltlplicirt, ein Prodoct geben, das gleich ist t (also gleich 
dem Producte der Ordinalen der Durchschnitte der Curve mit der zweiten Axe), und wir 
dnrch diese beiden Pnncte ein System zweier geraden Linien legen, so schneiden die bei- 
den Linien jedes der rcsultlrendcn Systeme die zweite Axe unter denselben Beziehungen. 
Wenn wir überdicfs das ursprüngliche System so hestimmcu, dafs eine Linie eines re- 
sultirendea Systems durch einen festen Pimct der zweiten Axe geht, so geht die andere 
Linie desselben Systems ebenfalls durch einen festen Punct; ist Jene Linie der zweiten 
Axe parallel, so geht die andere dnrch den Anfangs -Panct, und umgehehrl. Wir 
gehen hier in kein Detail ein und heben nnr Folgendes beispielweise hervor. 

W^enn wir durch irgend einen Punct zwei Tangenten an eine Linie zweiler Ordnung 
und dnrch denselben Punct irgend eine gerade Linie legen, die der Curvc begegnet, und 
jenen Punct als Anfangs -Punct, diese Linie als zweite Axe betrachten, so erhalten wir 
zwei Puncte , die den obigen Forderungen entsprechen , wenn wir die Mitte der auf der 
geraden Linie intcrceplirtcn Chorde und den Durchschnitt dieser Linie mit der Berüh- 
tungs-Chordc nehmen (SJO). Hiernach ergibt sich eine specielle Construclion, und indem 
wir noch mehr ins Besondere gehen, erhallen wir folgenden Satz: 

Wenn man von irgend einem beliebigen Puncte Tangenten an eine Linie ztveiier 
Ordnung zieht, und in dieselbe ein Dreieck beschreibt, dessen Basis die Berührimgs- 
Chorde ist, so iverden von Jedem der beiden Schenkel des Dreiecks diejenigen Chor- 
den halbirt, fvelche dem andern Schenkel parallel sind und, genugsam verlängert, durch 
den Durchschnitt der Tangenten gehen; und umgekehrt, ivenn man irgend ein Dreieck 
in eine Linie zivciter Ordnung beschreibt, so schneiden sich zwei Chorden, die einem 
Schenkel desselben parallel sind, und von dem andern halbirt iverden in dem Durch- 
schnitte der in den Winkel- Punct en der Basis an die Curce gelegten Tangenten, Die- 
ser Punct bleibt also derselbe, wohin die Spitze des Dreiecks auch/allen mag, so lange 
nur die Basis dieselbe bleibt. 

300. Wir geben weiter, VYcnn wir die beiden Theilc je zweier folgender fünt Glei- 
chungen : 

f^l = rf, (.) 

hl einander dividiren, so erhalten wir einen vom Coefficienton ^ unabhängigen Ausdruck, 
wenn die jedesmaligen, in jenen beiden Gleichungen vorkommenden Coefficienten ans der 
(ileichung der Curve Null sind. Durch diese Bedingung erhalten wir Bestimmungen über 
die Natur der Curve oder die Annahme des Axcn- Systems. Wir können hier nicht alle 
einzelnen Fälle behandeln, die folgenden Nummern werden aber hinlänglich deutlich ma- 
chen, wie wir dabei zu verfahren haben. 
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301. Wenn wir zugleich: 

y =3 o, * = o, 
setzen, so stellt die Gleichung : 

irgend eine Lclieblge auf Irgend eine ihrer Tengenten, als Axe der y, hezogone Linie zwei- 
ter Ordnung dgr ; der Berülirungs-Punct ist zum Anfangs - Puncte der CoordJnaten, die 
Richtung der ersten Axe aber ganz helicbig genommen. Bei dieser Annahme reduciren 
sicli die Gleichungen (3) nnd (5) der vorigen Nummer auf folgende : 



und wenn wir dividircn, kommt: 
oder auch : 



■ K 



■wo sich der letzte Theil dieser Gleichungen auf ein zwiefaches Linien - System bezieht. 
Wenn man also irgend vier Pnncte (von denen zwei oder anch zweimal zwei zusammen- 
fallen können) auf einer Linie zweiter Ordnung heliehig annimmt, und man diese Puncte, 
paarweise genommen, was auf dreifache Art geschehen kann, durch zwei gerade Linien 
verhindct, so schneiden die Linien jedes Paares jede beliebige Berührende so, dafs die 
Summe der rcciproken Werthe der Abstände der beiden Durchschnitte vom Bcrührungs- 
PunctcjlBr alle drei Linien -Systeme dieselbe ist. In der 19. Figur scyen M, M's M" nnd 
-M'" die vier beliebig angenommenen Punele, aa die beliebige Tangente, und T der Be- 
riihrungs-Punct. Zugleich ist der besondere Fall genommen, dafs eine der Verhindnngs- 
Linien, nemlich MM"', der Tangente parallel ist. Alsdann haben wir, indem wir auf die 
Lage der Durchschnitte der verschiedenen Chorden mit der Tangente in Beziehung auf 
den Berührungs-Punct Rücksicht nehmen. 

_J l_ „ J 1 _ I 

Tff Ta' TC T^ ~ T^* 

302. Wenn vier Puncte und eine Tangcnle einer Linie zweiter Ordnung gegeben sind, 
so,können wir nach der vorigen Wummer den Berührungs-Pnnct bestimmen. Seycn nem- 
lich M, M', M" und M'" irgend vier gegebene Puncte, durch diese vier Puncte lege man 
zwei Paare von geraden Linien, etwa MM" und MM'", MM' und M"M"', die der gege- 
benen die Curve berührenden geraden Linie in den Pimcten a und a', ? und ^ begegnen. 
Durch die letzten Buchstaben, mit negativem Zeichen genommen, bezeichnen wir, wie bis- 
her, die Abstände der Durchschnitte vom gesuchten Berührungs- Puncte, dessen (nnbe- 
kannten) Abstand von irgend einem festen, beliebig auf der Tangente angenommenen, 
Puncte wir Z nennen wollen. Alsdann erhalten wir nach (l). Indem wir a mit (z-ho), a 
mit {z+a'), ? mit (z+D und ^ mit (z—?') vertauschen folgende Gleichung: 
g-Ho'-f-gz ^ g+r-l-2z 
(<H~zX<j'-hz)' (CH-zJtC-i-z)' 
Diese Gleichung reducirt sich in Beziehung auf z auf den zweiten Grad nnd z, hat also 
cmen zwiefachen Wertb, dem zwei verschiedene Puncto entsprechen. Wir sehen bler- 
ans, dafs es im Allgemeinen iwei verschiedene Linien zweiter Ordnung gibt, welche 
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durch die vier gegebenen Pancie gehen und die gegebene gerade Linie berühren. Wir 
können diese Curven construircn, da wir fünf Puncle jeder derselben kennen. 

t, 303, Wenn wir, um ein zweites Beispiel zu nehmen, zugleich: 

/9 = , . = o, 
setzen , und wir mithin eine Parabel betrachten, die auf einen ihrer Dtirchmesser nnd der 
Tangente in dessen Scheitel belogen ist, oder eine Hyperbel, die auf eine, einer ihrer 
Asymptoten parallelen geraden Linie, als erste Ase, und den Durchschnitt derselben mit 
der Curve als Änfangs-Panct bezogen ist, so gehen die Gleichungen (2) und (5) der 300. 
Nummer in folgende über: 

T^ = ^■^• 
■^"''' 

nnd wenn wir die beiden ersten Theile dieser Gleichungen in einander divldircn, ergibt 
sich: 

£1 - E 

( Jundj — ^~;J, ( — ^ 1 undf — p 1 sind die Abscissen derjenigen Puncte, in welchen 

die beiden geraden Linien des ursprünglichen und des resultirenden Systems (letzteres ist 
in der Regel ein zwiefaches) die erste Axe schneidet, für welche wir irgend eine beliebige, 
den Durchmessern der Parabel oder einer der beiden Asymptoten der Hyperbel paral- 
lele, gerade Linie, auf der wir die Ahscisscn von deren Durchschnitt mit der '^arve an 
rechnen, nehmen können. Wir haben hiernach in der 20. Figur, wo M, M', ^f' nnd M'" 
irgend vier beliebige Puncte der Curve sind und AF die erste Axe ist: 

OA.OB = OC.OF = OD.OE. {,) 

l'fenn man also in eine Parabel oder eine Hyperbel irgend ein Viereck beschreibt, 
so schneiden je zwei gegenüberstehende Seiten und die beiden Diagonalen jeden Durch- 
messer der Parabel oder jede einer Asymptote der Hyperbel parallele gerade Linie so, 
dajs die Producte der jedesmaligen beiden, eom Durchschnitte milder Curve an gerech- 
neten, Segmente gleich sind. 

Wenn wir drei der beliebig angenommenen Puncte, etwa M, M'> und M", als fest be- 
trachten, den vierten aber &!"' anf der Curve fortrücken lassen, so sind A, E und F feste 
Pnncte, so dafs wir, wo auch der Punct M" liegen mag, folgende Gleichungen haben: 
OB OF , OD OF , OB OE 

TO == üÄ =^°"^'- öc = öE = "''"^^•; öo ;=^ üÄ = ''"''■ 

Die erste Axe wird also von zwei beliebigen geraden Linien, die durch irgend zwei feste 
Puncte (M und IM", M und iVl', M' und M") gehen, und sich in einem auf der Curve be- 
liebig fortrückenden Puncte, (in M'"), begegnen, so geschnitten, dafs die Abscissen der 
jedesmaligen beiden Durchschnitte immer in demselben Verhältnisse stehen. Hierin liegt 
der bekannte Satz, den wir schon beiläufig in der Note zur 27a. Nummer anführten, und 
bei dessen Aussage wir hier nicht verweilen. 

Wenn wir die erste Axe durch den Durchschnitt der beiden Diagonalen oder zweier 
gegenüberstehenden Seiten des "Vierecks MMTVrM"' legen, so ist die Abscisse dieses 
Durchschnittes mittlere Proportionale zwischen denjenigen beiden Segmenten, welche in 
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dem einen Falle jettem der beiden Paare gfigenüberlicgcncler Seiten, in dem andern Falle; 

einem Paare dersclljen, so wie den Leiden Diagonalen entsprechen. 

Es können auch in der bisher bctracblelen Constriiction zwei Puncte des Vierecks 

MM'M"M"' in einen einzigen zusammenfallen; dasselbe kann auch zwJefacli geschehen. 

Diesem letztern Falle entsprechen folgende Sülze: 

Wenn man an eine Parabel oder eine Hyperbel irgund zivei Tangenten legt und 

die Beriihrungs - Chorde zieht, so wird jeder Durchmesser der Parabel oder jede, ei- 
ner Asymptote der Hyperbel parallel gezogene gerade Linie, so geschnitten, dafs dasje- 
nige Segment, welches zwischen der Curve und der Beriihrungs- Chorde liegt, mittlere 
Proportionale zwischen denjenigen beiden Segmenten ist, die zmschen der Curve und 
den beiden Tangenten liegen. Wenn der Durehmesser oder die einer Asymptote pa- 
rallele gerade Linie durch den Durchschnitt der Tangenten gehl, so wird das zivi- 
sehen diesem Durchschnitte und der Beriihrungs- Chorde liegende Segment von der 
Curve halbirt. 

304. Nach der Gleichung (1) tonnen wir, wenn irgend vier Puncte und eine gerade 
Linie gegeben sind, beliebig viele Pancte derjenigen Hyperbel bestimmen, welche durch 
die gegebenen -Puncte geht, und eine der gegebenen geraden Linie parallele Asymptote 
hat. Seyen M, M', M" und M'" die vier gegebenen Puncte, AF irgend eine gerade Li- 
nie, die der gegebenen parallel ist und deren Durchschnitt mit der Curve wir bestimmen 
wollen. Wir ziehen MM"' und M'M", MM" und M'M"', die der geraden Linie BF in C, 
F, E und D begegnen; wenn wir alsdann auf derselben geraden Linie irgend einen fe- 
sten Punct annehmen, etwa A, und: 

AO = z, AC = c, AF = f , AE = e, AD = d, 
selzen, so erbalten wir aus Cl) znr Bestimmung von z folgende Gleichung; 

(c-z)(f-z) = (e-z)(d-z), 
die, wenn wir entwickeln, sich auf den ersten Grad reducirt und folgende wird; 

((fH-d)— (c-}-f))z+cf— de = o. 
Wir künnen diese Gleichung noch vereinfachen, indem wir statt des Punctes A irgend 
einen der vier Durchschnitts-Pmicle C, D, E oder F nehmen. 

Es ist gat zw bemerken, dafs wir für zwei bestimmte Rlchtimgen der gegebenen ge- 
raden Linie rücksichtlich der vier gegebenen Puncte nicht eine Hyperbel, sondern eine 
Parabel erhalten. 

305. Wenn die gerade Linie AF eine der Asymptoten selbst ist, so ist z gröfser als 
jede gegebene Grüfse, so dafs wir in der End- Gleichung der vorigen Nummer das von 7. 
unabhängige Glied vernachlässigen kiSnncn , und also folgenden Ausdruck erhallen: 

e-f d = c+f, 
oder: 

e — c = l — tl. 

Wenn wir aho_ in, eine Hyperbel irgend ein Viereci beschreiben und in demselben 
die Diagonalen ziehen, so wird jede der Asymptoten von den beiden Paaren gegen- 
überstehender Seiten, so wie von einem derselben und den beiden Diagonalen so sc- 
schnitten, daß die zwischen den beiden jedesmalig zusammengestellten Linien- Paare 
liegenden Segmente einander gleicli sind. 

Wenn wir zwei Puncte des Yicrecks in einen einzigen zusammenfallen lassen, so er- 
halten wir eine Modification des letzten Satzes j wenn wir zugleich auch die beiden übri- 
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gen Piinctc in einen einzigen zusaminenfaUen lassen, so ist der entsprechende Satz fol- 
gender! 

Die Berährungs-Chorde halbirt das auf jeder der Asymptolen von irgend zweien 
Tangenten bestimmte Segment. 

306. Wir brechen Lier ab, nm uns nun zur allgemeinen Theorie der Pole und 
Polaren zn wenden. Zum Behuf der nächsten Erörterungen nehmen wir für die Glei- 
chung der Curve immer noch die allgemeine Gleichung : 

y=+2«xj'+/3xM-2;'y4-2(fx+e = O, (i) 

für das nrspriiiigliche Linien - System aber zwei im Anfaugs-Pnncte der Coordinaten sich 
schneidende gerade Linien j welche, beide zngleich, durch eine Gleichung von folgender 
Form dargestellt werden: 

Bei diesen Voraussetzungen verwandeln sich die Gleichungen (7) — (9) der 285. Nammer 
in folgende; 









Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit <!—, die zweite mit — mnltipliciren , alsdann 
alle drei Gleichungen addiren, und endlich alle Glieder der resultirendcn Gleichung durch 
■■ - dividiren, so kommt: 

jy"4.Jx"-N = o. (7) 

Diese Gleichung ist unabhängig %-on k und ü' und ste It, wenn wir y" und x" als veränder- 
liche Gröfsen betrachten, die Polare des Anfangs -Punctes, oder des Durchschnittes der 
beiden geraden Linien des ursprünglichen Systems (1) dar. Diese Pulare enthält also die- 
jenigen Puncte, in welchen die beiden Linien der beiden resnllirenden Systeme sich 
schneiden. Da wir nrsprilnglicb auch von einem dieser beiden resullirenden Systeme 
hätten ausgehen können, und alsdann auf gleiche Weise gefanden hätten, dafs die Polare 
des Durchschnittes der Linien dieses Systems durch den Durchschnitt der Linien des an- 
dern dieser Systeme und durch den vorhin zum Anfangs-Puncte der Coordinaten genom- 
menen Durchschnitt geht, so haben wü- folgende Sätze bewiesen: 

W^enn man in irgend eine Linie ziveiter Ordnung irgend ein Viereck beschreibt, die 
Diagonalen desselben zieht, und die gegenüberstehenden Seiten bis zu ihrem Durchkreu- 
zen verlängert, so erhalten wir drei Durchschnitts -Puncte , von denen Je zwei auf der 
Polaren des dritten liegen. Wenn man in irgend eine Linie zweiter Ordnung mehrere 
Vierecke beschreibt, deren beide Diagonalen oder deren zwei gegenüberliegende Seiten 
sich in demselben Puncte schneiden, so liegen in dem einen Falle die Durchschnitte der 
beiden Paare gegenüberliegender Seiten, in dem andern Falle der beiden noch übrigen 
gegenüberstehenden Seiten und der beiden Diagonalen auf ein und derselben geraden Linie 
für alle Jene Vierecke, nemlich auf der Polaren Jenes festen Durchschnilts- Punctes. 

307. Da die Gleichung (3) auch zwei gerade Linien darstellen kann, die in eine ein- 
zige durch den Anfangs - Punct gehende gerade Linie zosammenfaUen, und alsdann das 
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xesultirende System ans den in den beiden Dnrclischnittcn dieser Linie mit der Curve, an 
diu Ciirvc gelegten Tangenten besieht, so liegt in dem Vorstehenden als besonderer Fall 
auch folgender Satz: 

Wenn man durch irgend einen festen Punct gerade Linien legt, die einer Linie 
zweiter Ordnung begegnen, so schneiden sicii die Tangenten in Jedem Paare von Durch- 
sehnitten auf ein und derselben geraden Linie, der Polaren des Anfangs- Punctes ; 
und, umgekehrt, ivenn man vot^-?^ beliebigen Piinctcn irgend einer geraden Linie Tan- 
genten -Paare an eine Linie zweiter Ordnung legt, so gehen alle B er ührungs- Chor- 
den durch ein und denselben Punct, den Pol der geraden Linie. 

308. Wenn wir ein System zweier geraden Linien als Linie zweiter Ordnnng neh- 
men, so liegt in der letzten analytischen Entwicklnng der Beweis desjenigen Satzes, aii£ 
den sich die I7. Fignr der 1. Tafel bcKiebt, and der schon in der 03. Nummer bewiesen 
worden ist. Sind ncmüch in der eben angeführten Figur OY und OX die beiden, die 
Curve vertretenden, geraden Linien, nnd gehen die Linien aller ursprünglichen Systeme 
dnrch den beliebig angenommenen Punct S, so ist die gerade Linie Oa der Ort für die 
Dnrcbschnitte der beiden Linien der rosuUircnden Systeme. Zugleich folgt ans der 
Schlufs-Krörternng der 263. Nummer, dafs PS in und Q harmonisch geschnitten wird. 

309. Wenn wir darch irgend einen festen Punct O zwei gerade Linien legen, die Fig. 31. 
einer gegebenen Linie zweiter Ordnung in den vier Puncten INI, IM', M" und M'" begeg- 
nen, so ist für alle diejenigen Linien zweiter Ordnung, welche dnrch dieselben vier Pimcte 
gehen, ein und dieselbe gerade Linie PO' Polare des festen Punctes O. Als eine jener 
Linien zweiter Ordnnng können wir ein zwiefaches System zweier geraden Linien neh- 
men, 0'J>r und O'M oder MM" nnd M'M'". Nach der Torigen Nummer wird also OM.' 

in M und ß. harmonisch geschnitten , so daCs : 

OM:MR - OMiRSI'. 
Es ist leicht ersichtlich, dafs hierin folgender allgemeine §atz enthalten ist: 

fVenn man durch irgend einen Beliebigen Punct eine beliebige gerade Linie zieht, 
welche irgend einer gegebenen Curve zweiter Ordnung begegnet, so wird diese gerade 
Linie von der Polaren des Punctes iim besondern Falle, dafs dieser Punct aufserhalb 
liegt, von der Berührungs-Chorde) und der Curve harmonisch geschnitten. 

310. Der Pol jeder geraden Linie, die durch P, den Durchschnitt der beiden Dia- fj.r. 21. 
gonalen MM" und M'M'", geht, liegt auf der Polaren dieses Punctes, alfo auch der Pol 
jeder der Diagonalen selbst. W^enn wir also in M, M', M" und M" Tangenten legen, 
so erhalten wir eine vollständige, um die Curve beschriebene, vierseitige Figur, deren ge- 
genüberliegende Seiten NN' und N"N"', NN" und N'N" sich in zwei Pimcten Q nnd Q' 
schneiden, die auf der Polaren von P, auf OO', liegen. Aehnllch Hegt der Pol jeder ge- 
raden Linie, die durch O geht, also auch der Pol von MM', so vie von M"M"', oder N" 
und M, auf der Polaren von O, mithin auf PC Ebenso Hegen endlich N' nnd N"' auf 
PO, der Polaren von O'. Hierin sind mehrere einzelne Satze enthalten, die wir in Nach- 
stehendem zusammenfassen wollen. 

Wenn man in eine beliebige Curve zweiter Ordnung irgend ein Viereck QIMM"M"') 
beschreibt, und die gegenüberliegenden Seiten desselben bis zu ihrem Durchschnitte ver- 
längert , /erner ein zweites Viereck {NN'WN'") um die Curve l>eschreihl, dessen Seiten 
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dieselbe in den Winkel 'Puncten des erstem Vierecks berühren, und wiederum die ge^ 
genüb erliegenden Seiten bis zu ihrem Durchschnitte verlängert, und man also aiif diese 
Weise zwei vollständige vierseitige Figuren erhält: so fallen die- beiden dritten Diago- 
nalen dieser Figuren in eine einzige gerade Linie {O'QOQ') zusammen, während die 
ersten und zweiten Diagonalen sich alle der in demselben Puncte (P), dem Pole Jener 
geraden Linie, kreuzen. Jede der beiden ersteren Diagonalen der umschriebenen Figur 
(NW und N'W) enthält zugleich' nebst dem Durchschmtte {Pj der beiden Diagonalen 
des eingeschriebenen Vierecks auch noch einen der beiden Durchschnitte der gegenüber- 
liegenden Seiten desselben [O und 0). Der Durchschnitt je zweier der drei Diagona- 
len einer der Curoe umschriebenen eollständigen vierseitigen Figur ist der Pol der Je- 
desmaligen dritten Diagonale. 

Da OM' in M nnd R harmonisch getteilt ist, so wird auch jede andere gerade Li- 
nie, die durch O geht, von iN"M, N"R nnd N"M' hannoniscb geschnitten, also auch 
ON' und O'Q', so dafs: 

ON"';N"'P = ON'tPN', 
0'Q:QO = 0'Q':OQ'. 
Auf ähnliche Weise wird auch O'iN" in N und P harmonisch getheilt. 

Fig. 21. 311. Wir können nach der, in der 306. Kummer entwickelten, allgemeinen Theorie 

der Pole und Polaren, auf eine leichte Weise von einem gegebenen Puncte aus Tangen- 
ten an eine gegebene Linie zweiter Ordnung legen. Scy O der gegebene Punct; durch 
diesen Pnnct lege man irgend zwei gerade Linien, die der Curve in M mid M', M'" und 
M" begegnen, man ziehe ferner MM"' und ai'M", MM" und M'M'", die sich In O' und . 
P schneiden, und verbinde endlich O' und P durch eine gerade Linie. Die Durchschmtte 
der, auf diese Weise bestimmten, geraden Linie mit der Carve sind alsdann diejenigen 
beiden Puncte, in welchen die Ciirve von den durch den gegebenen Punct O gehenden 
Tangenten berührt wird. 

312. Der Po! jeder geraden Linie, welche durch den MIttelpnnct der Cnrve geht, 
liegt unendlich weit; die in den End-Puncten jedes Durchmessers an die Curve gelegten 
Tangenten sind ■[jaraUcl. Je zwei Durchmesser sind die beiden Diagonalen eines in die 
Curve ' beschriebenen Parallelogramm es. Wenn wir in dje Curve irgend ein Yiercck mit 
zwei parallelen Seilen beschreiben, so liegt einer der, durch dasselbe bestimmten, conju- 
gittcn Puncte unendlich weit; diejenige gerade Linie, welche durch die beiden übrigen 
dieser Pnncte geht, ist mithin ein Durchmesser und zwar derjenige, welcher die beiden 
parallelen Selten des "Vierecks halbirl. Hiernach erhallen wir nachstehende Construction 
der Aufgabe, Tangenten an eine gegebene Linie zweiler Ordnung zu legen, die irgend 
einer gegebenen geraden Linie parallel sind. Man trage in die gegebene Curve Irgend 
zwei beliebige, der gegebenen geraden Linie parallele, Chorden ein, und verbinde die End- 
Pancte derselben durch zwei Paar gerader Linien, Auf diese Welse erhalten wir zwei 
Durchschnilte , durch welche derjenige Durchmesser geht, welcher auf der Curve zwei 
Puncle bestimmt, in welchen dieselbe von den beiden gesuchten Tangenten berührt wird. 

Fig. 22, 313. Die Polare eines Puncfes ist den Coordlnaten desjenigen Durchmessers, der 

durch jenen Punct geht, parallel. Für den Fall des Kreises, auf den wir uns hier be- 
schränken wollen, steht also derjenige Durchmesser) der durch irgend einen Punct gehtj 
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auf der Polaren dieses Punctes senkrecht, unct, umgekehrb, diejenige gerade Linicj wel- 
che au£ irgend einer gegebenen geraden Linie senkrecht steht, und durch den Pol dersel- 
ben geht, geht auch durch den Miltelpnnct des Kreises. Verhindet man also irgend drei, 
in Beziehung auf einen gegebenen Kreis, zugeordnete Puncto O, O' und P durch gerade 
Linien zu einem Dreieck, so gehen die von jedem der Pnncte auf die gcgenüh erlieg enden 
Seiten gefällten Perpendikel alle drei durch den Mittelpunct des gegehencn Kreises, durch 
C. Hierin liegt also wiederum ein indirccter Beweis des sichKrcuzens dieser Perpendikel 
in demsclhen Puncte, zugleich mit einer neuen geometrischen Beziehung dieses Punctes. 

Wenn drei Punctc O, 0' und P gegchen sind, so können wir einen Kreis heschrei- 
ben, für welche die drei gegebenen Puncle zugeordnete sind. Denn, wenn wir den Mit- 
telpnnct C des gesuchten Kreises nach dem Vorstehenden hestimmen, so sind die Fnfs- 
Pnncte der zum Behuf dieser Constrpction von O, O' und P aus, auf die gegenüberlie- 
genden Seiten gefällten Perpendikel, nach der Figur also o, o' und p die zugeordneten 
Pole obiger drei Puncte. Wir brauchen also nur aus dem gefundenen Mittelpuncte einen 
Kreis zu beschreiben, der z, B. die Puncte P und p zu zugeordneten Polen hat. Dieser 
Kreis ist alsdann der verlangte. Es ist offenbar, dafs der Mittclpunct des Kreises nicht 
innerhalb des Dreiecks OOP fallen kann, und mithin dieses Dreieck, wenn der verlangte 
Kreis möglich seyn soll, ein stumpfwinkliges seyn mnfs. 

Wir können die Constrnction der 22, Figur noch aus einem andern Gesichts -Puncte 
betrachten. W^enn wir nemlich von dem Mittelpuncte des Kreises und von zweien der 
drei zugeordneten Puncte, als von bekannten Pimcten, ausgehen, so gibt uns gerade die- 
selbe Constructlon, die uns vorhin den Mittclpunct gab, nun den dritten zugeordneten 
Punct. Dieser Ponct liegt z. B-, wenn wir für die beiden ersten zugeordneten Punctc O 
nnd O' nehmen, in dem Krcuzungs-Pnncle P der drei Perpendikel des Dreiecks OO'C. 
Auf entsprechende ^Veisc können wir, wenn irgend eine beliebige Linie zweiter Ord- 
nung und zwei beliebige Puncte gegchen sind, den dritten zugeordneten Pnnct bestimmen- 

3l/i. Wenn fünf Pnncte gegeben slud, so können wir nach der Theorie der Pole 
ungemein leicht beliebig viele Puncte derjenigen Linie zweiter Ordnung, welche durch 
jene flinf Puncte sich legen lafst, bestimmen. Seycn (wobei wir die Figur uns in Gedan- 
ken hinzuthuu) A, B, C, D und E die fünf gegebenen Pnncte. Zum Behuf der Con- 
strnction eines sechsten Punctes der gesuchten Curve ziehe man AB und CD, die sich in 
P, AC und BD, die sich in P' und endlich AD und BC, die sich in P" schneiden. Als- 
dann ist P'P" die Polare von P für Jede durch die vier Puncte A, B, C und D gehende 
Curve und mithin auch für die gesuchte. Zieht man nun P£, so können wir (nach 309) 
auf dieser geraden Linie einen sechsten Punct der Curve construiren. Man erhält den- 
selben Punct auf der Stelle, wenn man AE zieht, die der Polaren P'P" in N begegne, 
nnd endlich BN, von welcher PE In jenem gesuchten sechsten Puncle geschnitten wird. 
Auf ähnliche Weise erhalten wir so viele Puncte der Curve, als wir wollen. 

315. Wenn irgend fünf gerade Linien gegeben sind, so können wir beliebig 
viele Tangenten derjenigen Curve zweiter Ordnung, welche die gegebenen Linien berührt, 
construiren, ohne dafs die Curve selbst gegeben ist. Es mögen sich zwei der gegebenen 
Tangenten in A, zwei andere in B schneiden, und die fünfte Tangente derjenigen gera- 
den Linie, welche durcli A und B geht, In C begegnen. Alsdann können wir sogleich 
die andere durch C gehende Tangente bestimmen. Die in A und B sich schneidenden 
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Tangenten-Paare bilden ncmlich eine vollständige vierseitige Figur, ebenso die in A und 
C sich schneidenden beiden Tangenten -Paare. Eine gemeinschaftliche Diagonale beider 
Figuren ist AB , die anderen Diagonalen schneiden sich in demselben Punct (310). Die- 
ser Pnnct ergibt sich unmittelbar , da die erste vierseitige Fignr -vollständig gegeben ist, 
und ebenso, nachdem dieser Punct bestimmt ist, die vierte, uns unbekannte, Seite der 
zweiten vierseitigen Figur, oder, mit anderen Worten, die gesuchte, durch C gehende 
Tangente. Auf ähnliche Weise können wir so viele Tangenten finden, als wir wollen. 

Fig. 21. 3i6. Wenn vier gerade Linien und ein Punct gegeben sind, so können wir 
eine Linie zweiter Ordnung bestimmen, welche die gegebenen geraden Linien berührt und 
durch den gegebenen Punct gebt. Die Theorie der Pole gibt nns hier sogleich noch drei 
Pnncte, so dafs wir auf diese Weise die Aufgabe auf die Construction der 302, Nummer, 
wo vier Pnncfe und eine Tangente die gegebenen Bestimmungs- Stücke waren, zurück- 
führen können. W^ir wollen uns hier auf die 21. Figur beziehen, ohne die Constroctio- 
nen alle auszuführen. 

Sey U der gegebene Pnnct, und seyen QN", QN', Q'!N' und Q'N die vier gegebenen 
geraden Linien, die eine vollständige vierseitige Figur bilden, deren drei Diagonalen sich 
in O, O' und P schneiden. OP ist mithin für jede Curve, welche von den vier gegebe- 
nen geraden Linien berührt wird, die Polare von O'; ziehen wir also O'U, die von die- 
ser Polaren in S geschnitten wird, so erhalten wir einen zweiten Punct der gesuchten 
Curve, indem wir auf der letztgezogenen geraden Linie zu O', S und ü den vierten har- 
monischen Thellungs- Punct V beslinimen (309). 

Am leichtesten verfahren wir hierbei auf folgende Welse. Man ziehe QU, die der 
OP in irgend einem Puncte begegnet, und verbinde diesen Punct mit Q' durch eine ge- 
rade Linie, von welcher alsdann O'U in dem verlangten Pnncte Y geschnitten wird. 
Diese Construction gründet sich darauf, dafs O'QOQ' barmonisch gethcilt ist. 

Oder: man ziehe NU, welche der OP in Irgend einem Puncte begegnet, nnd ver- 
binde diesen Punct mit N" durch eine gerade Linie. Diese Linie schneidet O'U im ge- 
suchten Puncte V. Diese Construction gründet sich auf die harmonische Theilung von 
O'NpN". 

W^enn zwei Puncte U und Y einmal bekannt sind, so ergibt sich unmittelbar ein 
dritter und vierter Punct durch die Durchschnitte von OV und PU, und von Oü und "VP. 
Wir haben also vier Puncte bestimmt; da es (302) zwei Curven gibt, die den Bedin- 
gungen der Aufgabe entsprechen, so sind jene Puncte diejenigen Puncte, In welchen diese 
Curven sich schneiden, während die vier gegebenen geraden Linien gemeinschaftliche 
Tangenten derselben sind. 

317. Wenn man In Irgend eine Curve zweiter Ordnung mehrere Ylcrcckc beschreibt, 
denen zwei WInkel-Puncte gemeinschaftlich sind, so haben alle diese Yierecke diejenige 
gerade Linie, welche jene festen WInkel-Puncte vel-hindet, entweder zu einer ihrer Dia- 
gonalen, oder zu einer ihrer Seilen, Es bleibt also einer der drei, durch jedes jener Yier- 
ecke bestimmten, drei zugeordneten Puncte auf einer geraden Linie, also geht die Polare 
jenes Punctcs, d. h, diejenige gerade Linie, welche die jedesmaligen beiden übrigen Puncte 
verbindet, durch einen festen und unveränderlichen Punct, nemllch durch den Pol derje- 
nigen geraden Linie, auf welcher der erste der di-ei zugeordneten Pnncte fortrückt. Wir 
h^jen also folgenden Satz bewiesen: 
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In allen in eine beliebige Linie ziveiler Ordnung beschriebenen Vierecke, welche ir- 
gend zwei fFlnkel-Puncte gemeinschaftlich haben, gehen diejenigen geraden Linien, wel- 
che die beiden Durchschnitle der gegenüberliegenden Seiten t>erbinden, wenn jene festen 
JVinkel-Puncte gegenüberstehende sind, oder diejenigen geraden Linien, welche den 
Durchschnitt der beiden Diagonalen mit dem Durchschnitte der beiden durch die fe- 
sten Winkel 'Puncte gehenden gegenüberliegenden Seiten verbindet, wenn diese Pitncte 
mcht gegenüberstehende sind: alle durch einen festen Pimcl *). 

3l8. Nach dem Satze der vorigen Nnmmcr können w, wenn fünf Puncte gegeten 
sind, den Mittelpunct der durch diese fünf Puncte gehenden Linie zweiter Ordnung fin- 
den, und zugleich in diesen Puncten die Tangenten construiren. Scycn A, B, C, D untl 
E die fünf gegebenen Puncte, wir können alsdann drei der Curve eingeschriebene "Vier- 
ecke bestimmen, deren zwei Winkel-Puncte A und ß sind, nemlich ABCD, ABDE und 
ABCE, nnd also drei gerade Linien finden, die durch denselben Punct, den Pol von AB 
geben. Zwei dieser Linien sind zur Bestimmung dieses Poles hinreichend. Betrachten 
wir daher nur die beiden ersten Vierecke, und schneiden sich AD und BC in F, AC und 
BD in G, ferner AE nnd BD in F, AD und BE in G', so sind FG und FG' die bei- 
den geraden Linien, welche sich in dem in Rede stehenden Pol, den wir a nennen wol- 
len, schneiden. 'Act und B« sind alsdann Tangenten, und diejenige gerade Linie, die « 
mit der Mitte von AB verbindet, geht durch den Mittelpunct der Curve. Auf ähnliche 
Weise können wir die Pole von BC, CD, DE und EA, die wir durch ß, y, 3 und j be- 
xeichncn wollen, finden. In jedem dieser Puncte vereinigen sich drei, leicht sich erge- 
hende, gerade Linien, a, ß, y, 3 und e sind die Winkcl-Poncte eines um die Curve be- 
Gcbriebenen Fünfecks, dessen Seiten die Curve in den Winkel-Puncten des eingoschric- 
lienen Fünfecks ABCDE berühren. Wir erhalten ferner, indem wir die Mitten der Sei- 
ten des letztgenannten Fünfecks mit den Polen derselben verbinden, fünf gerade Linien, 
die sich alle in demselben Puncte, dem Mittelpuncte dtr Curve, den wir also durch irgend 
zwei dieser Linien bestimmen können, schneiden. 

Sig. Wenn fiinf Puncte A, B, C, D und E gegeben sind, so können wir noch ei- 
nen sechsten Punct F hinzunehmen, und diesen mit einem der gegebenen, etwa mit A, 
zusammenfallen lassen. Alsdann schneiden sich (292) AB und DE, BC und EF Coder 
EA), CD und FA (oder die Tangente in A) In drei Puncten ein und derselben geraden 
Linie. Hiernach ergibt sieb wiederum eine Construction der Tangente in A, und dem 
entsprechend der Tangenten In den übrigen vier Puncten. 

320. In jedem um irgend eine Linie zweiter Ordnung beschriebenen Sechseck schnei- 
den sich die drei Diagonalen in ein und demselben Puncte, 

Dieser Satz folgt nach der ^ Theorie der Pole unmittelbar aus dem Satze der 2^2. 
Nummer vom emgescbriebenen Sechseck. Seyen u, ß, y, S, f nnd k die sechs Winkel- 
Puncte der umschriebenen Figur, alsdann sind diese sechs Puncte die Pole der Seiten ei- 
nes eingeschriebenen Sechsecks, die wir der Ordnung nach durch AB, BC, CD, DE, EK 
nnd KA bezeichnen. Wenn wir nun in der umschriebenen Figur a.3 ziehen, so geht 



*J Dieser Satz ist für den Fall des Kreises und nicht in seiner ganzen Ausdehnung von H. Ha- 
chette bemerkt worden nach: Puissant, Recenil etc. Uro. 66. 
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diese Linie tturch die Pole von AB niifl DE, tind ist also äie Polare ä«s Dnrelisclmitts 
tiieser beiden Seiten der eingesclirlebenen Figur; ebenso ist ßi die Polaro des Durch- 
schnitts von BC und EK, und endlich yx die Polare des Durchschnitts von CD nnd KA. 
Da diese drei Durchschnitte in gerader Linie liegen, so gehen die Polaren derselben 
durch ein und denselben Punct, den Pol jener geraden Linie. Hiermit ist der obige Sata 
bewiesen, und zwar in derselben Ausdehnung als der Satz der 292. Nummer. 
Der eben bewiesene Satz ist ein besonderer Fall von folgendem; 
Wenn zwei Sechsecke dadurch bestimmt sind, dafs die Winkel -Puncie des einen, 
rüclsichtlich irgend einer beliebigen Linie zweiter Ordnung, die Pole der Seiten des 
andern sind, und wenn uberdiejs in dem einen Sechseck die Durchschnitte der drei 
Paare gegenüberliegender Seiten in gerader Linie liegen: so schneiden sich die drei 
Diagonalen des andern Sechsecks in ein und demselben Puncie. 
Der Beweis ist dem obigen ganz gleich *). 

321. Aus dem Satze vom umschriebenen Sechsecke, den wir in der vorigen Nummer 
bewiesen haben, ergibt sich,' indem wir die Richtung von zwei an einander stofsenden 
Seiten so nehmen, dafs dieselben nnr eine einzige gerade Linie bilden, nnd mithin der 
B er ühr u ngs - Punct dieser geraden Linie mit der Curve an die Stelle eines Winkel-Punc- 
tes des Sechsecks tritt, folgender Satz: 

Wenn man in einem umschriebenen Fun/ecke zwei Paare gegenübersteheJider Win* 
kel-Puncte durch zwei Diagonalen verbindet, so geht diejenige gerade Linie, welche 
man durch den fünften Winkel-Punct und den B er ühr ungs -Punct der gegenüberliegen- 
den Seite legen kann , durch den Durchschnitt jener beiden Diagonalen. 
Auf ähnliche Weise ergeben sich nachstehende Satze : 

}f^enn man in einem umschriebenen Vierecke die beiden Diagonalen zieht, so geht 
durch den Durchschnitt derselben Jede derjenigen beiden geraden Linien, welche zwei 
gegenüberliegende Berührungen verbindet. Verbindet man zwei nicht gegenüberliegende 
Berührungen durch eine gerade Linie, so geht dieselbe durch den Durchschnitt zweier 
gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks (310). 

Wenn man in einem umschriebenen Dreiecke die drei Winkel - Puncie mit den ge- 
genüberliegenden Berührungs-Pancten durch gerade Linien perbindet, so schneiden sich 
diese drei geraden Linien in ein und demselben Puncte. 

822. Nach dem an die Spitze der 320. Nummer gestellten Satze können wir, wenn 
fünf Tangenten einer Curve zweiter Ordnung gegeben sind, auch ohne die Curve selbst 
zn kennen, so viele neue Tangenten derselben construiren, als wir wollen. Das von den 
gegebenen Tangenten gebildete Fünfeck sey ABCDG. Zieht man nun z. B. AD, und 
nimmt auf dieser Linie irgend einen Punct P beliebig an, und zieht BP und CP, so wird 
DG von BP in irgend einem Puncto E, GA von CP in irgend einem Puncte F geschnit- 
ten. Durch E und F geht alsdann eine sechste Tangente der Curve. 

Nach dem ersten Satze der vorigen Nummer können wir, wenn fünf Tangenten ge- 
sehen sind, sogleich die Berübrungs - Puncte auf denselben bestimmen. Man ziehe zu 
diesem Ende, wenn wiederum ABCDG das von den gegebenen Tangenten gebildete Fünf- 
eck ist, die Diagonalen AC nnd BG, die sich in irgend einem Puncte, den wir Q nennen 



»^ Gerg. Ann. IV. 379. 
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wollen, scWeiclcn. Alsdann sclmeidet die dnrcli D und Q gellende gerade Linie die Seite 
AB im gesuchten Berülirungs-Pancte. Auf älinllclie Weise ergeben sich die übrigen viei.' 
Beriihrnngs-Pnncte. 

323. An die Theorie der Pole schliefst sich auch dasjenige Verfahren an, welchem 
Robert Simson zur Bestimmung der Berühnings-Puncle, wenn fünf Tangenten ge- 
geben sind, angewendet hat. Es sey ncnilith ABCDE das von den Tangenten gebildete 
Fünfeck. Man verlängere AB und DE bis zu ihrem gegenseitigen Dnrchschnitte F; ver- 
längere ferner CB und CD, bis sie der verlängerten AE in G und H begegnen. Alsdann 
bilden die beiden in F und G sich vereinigenden Tangenten-Paare eine vollständige vier- 
seitige Figur, und ebenso auch die beiden in F iind H sich vereinigenden Tangenten- 
Paare. FG nnd FH sind Diagonalen dieser beiden Figuren; die Pole derselben können 
wir also leicht durch den Durchschnitt der jedesmaligen beiden übrigen Diagonalen be- 
stimmen. Diejenige gerade Linie, welche durch die auf diese \Yeise bestimmten Pole 
der beiden Diagonalen FG und FH geht, ist die Polare ihres Durchschnittes, des Punc- 
tcs F, durch welchen auch die beiden gegebenen Tangenten AB und DE gehen, und 
diese Polare bestimmt folgHch auf diesen beiden Tangenten die Beriihrungs-Pnnclc *). 

aa^i, Die vorstehenden Erünerangen, denen wir eine noch weit gröfserc Ausdehnung 
hätten geben können, schliefscn sich an die analytische Entwicklung der 306. Nummer 
an. Wir haben Hberall denjenigen Fall bisher nur vor Augen gehabt, wo eine Linie zwei- 
ter Ordnung von einem Systeme zweier geraden Linien wirklich . geschnitten wird, und 
wir also zu zwei neuen resultirenden Linien -Systemen kommen. Aber wir dürfen auch 
den andern Fall nicht anfscr Acht lassen, wo die Linien des gegebenen Systems beide 
der Curve nicht begegnen. Alsdann erhallen wir statt der beiden resnltirenden Linien- 
Systeme zwei Puncte, nnd diese Pnncte liegen nach der eben angezogenen Nummer auf 
der Polaren des Durchschnittes der beiden Linien des ursprünglichen Systems, gerade so, 
wie in dem bisher betrachteten Falle, auf dieser Polaren die Durchschnitte der beiden 
geraden Linien der resultirenden Systeme lagen. Ebenso liegt der Durchschnitt des ur- 
sprünglichen Systems auf der Polaren jedes der resultirenden Puncte. Hiervon überze»- 
gen wir uns leicht. Wir wollen, der Kürze wegen, durch die ersle und zweite der nach- 
stehenden Gleichungen: 

A = o, B = 0, 
die Gleichungen des ursprünglichen Linien - Systems und der Curve bezeichnen. Alsdann 
stellen, bei gehöriger Bestimmung von /.i und /i", die Gleichungen: 

A-f-^'B = o, A+^"B = o, 
die beiden resultirenden Puncte dar. Hierbei dürfen wir nicht übersehen, dafs diese Glei- 
chungen eine bestimmte Form haben, die von der Gleichung der Curve und des ur- 
sprünglichen Linien - Systems abhängt, und dafs sie mithin einen Punct darstellen, auf 
den sich eine Ellipse von bestimmtem Axen - Ycrbältnlfs reducirt hat. Aus der Verbin- 
dung einer der letzten beiden Gleichungen mit der Gleichung der Curve erhalten wir wie- 
derum die andere dieser Gleichungen und die Gleichung des Linien - Systems. Nehmen 
wir hier nun denjenigen Punct, dessen Gleichung wir mit der Gleichung der Curve ver- 



*) Hamilton, Lehre von den Kegelschnitten 5. Buch, letzter Sali. 
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binden, zum Anfangs -Pnnctc der Coordißalcn, so können wir ihn durch eine Gleichung 
von der Form der Gleichung (2) Jer 306. Nummer: 

y^(y-+>:')xy+y.xx'' = o, 
darstellen, und erhalten wie dort, hei dorselhen Bezeichnung: 

yj"+äK"+f = o, 
wo (y", x") einmal den resultirenden Punct, das andere Mal den Durchschnitt des resulti- 
renden Linien -Systems bezeichnet- 

Wenn wir die Gleichung eines Punctes, unter was für einer Form diese Glelchnng 
(des zweiten Grades) auch erscheinen mag, mit der Gleichung irgend einer Linie zweiler 
Ordnung verhinden, so können wir niemals zu den Gleichungen von noch zwei neuen 
Punclen kommen; wir erhalten immer die Gleichung eines Systems zweier geraden Li- 
nien. Es ist nicht nöthig, hier in Entwicklungen einzugehen, die denen der 287. Nummer 
ähnlich sind; wir können uns von der Richtigkeit des eben Ausgesprochenen leicht a 
priori auf folgende Weise überzeugen. Wenn wir nemlich zwischen der Gleichung des 
Punctes nnd der Gleichung der Curve nach einander x und y eliminiren, so kommen wir 
zo zweien Gleichungen vom vierten Grade in y und s, also zu Gleichungen von folgen- 
der Form: 

xHPyä+Qy^+Ry-hS = 0, 
x*-)-Tx'^+hx^Yx+W = 0. ^" 

Wenn es nun ein System zweier geraden Linien gibt, dessen Gleichung eine algebraische 
Folge ans den Gleichungen des Punctes nnd der Curve ist, so müssen wir zu denselben 
Gleichungen, als ehen, kommen, wenn wir zwischen der Gleichung des Systems und der 
Curve (oder des Punctes) x und' y eliminiren. Hiernach können wir die Kealltät eines 
solchen Linien-Systems nachweisen und zugleich die Gleichung desselben hesiimmen. 
Vorausgesetzt, dafs der Pnnct nicht auf der Carve selbst liegt, mufs offenbcr jede der 
beiden Gleichungen (l) vier imaginäre Wurzeln haben. Diese Wurzeln, ordnen sich aber, 
wie bekannt,, paarweise zusammen, und jedem Paare entspricht ein reeller Factor des 
zweiten Grades, so dafs obige beiden Gleichungen {für den Fall imaginärer Wurzeln mir 
auf eine einzige W^eise) sich in zwei reelle Factoren des zweiten Grades zerlegen lassen. 
Dem entsprechend können wir also den beiden Gleichungen (l) folgende Form geben: 

(y^py+<l)(y'-f-ry-4-s) = o, 

(x'+tx-f-u)Cx'H-vx+w) = 0. 
Die vier Wurzeln der ersten Gleichung entsprechen den vier Wurzeln der zweiten in 
einer bestimmten Ordnung, so nemlich, dafs, wenn wir zwei solcher sich entsprechenden 
Wurzeln durch y' und x' bezeichnen, die Gleichungen der Curve und des Punctes beide 
befriedigt werden, wenn wir in denselben jene timaglnaren) Wcrthe für y und x substi- 
luiren. Der Puncl (y',x') spielt die IVolle eines imaginären Durchschnittes von jenem ge- 
gebenen r^uncte mid der Curve. Offenbar ordnen sich ferner die Wurzeln beider Glei- 
chungen so zusammen, dafs den beiden Wurzeln, aufweiche sich derselbe quadratische 
Factor der einen Gleichung bezieht, zwei solche Wurzeln der andern Gleichung entspre- 
chen, die ebenfalls in demselben Factor enthalten sind. Dem entsprechend mögen die 
beiden ersten Factoren der Gleichungen (2) sich auf entsprechende Wurzeln beziehen, 
nnd ebenso die zweiten Factoren. Bei dieser Voraussetzung bezelchncu -wir die Wurzeln 
der Gleichungen: 

y'+py+q = o, x=-l-ts-f-u = o, Ö) 
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darch y' und y", und durch x' und x", und erhalten alsdann Ausdrlicke von folgendoi 

Formen : 

y = m-}-nK— I, y = m— nV— I; 
s' = g4.hl/-l, x = g— hK~l. 
Wir können nun ferner eine lineare Gleichung;; 

y-f-^-S-f-O- = o, 

finden, in welcher die Leiden Werlhe von k und a so LestiiiJint sind, dafs die Elimina- 
tion von X und y zwischen dieser Gleichung C4) und der Gleichung der Curve (oder des 
Punctes) ebenfalls zu den Gleichungen (3) führt. Wir kommen am leichteslen za jener 
Gleichung, indem wir nach der bekannten Weise die Gleichung derjenigen geraden Linie 
bilden, welche durch die beiden (imaginären) Puncte {y",x") und (y'.x) geht. Suhstltui- 
ren wir ncmllch in folgender Gleichung: 

fiir y", y, x" und x ihre Werlhe, so erhalten wir eine Gleichung, aus der alle ima- 
ginären Grüfscn verschwunden sind: 

y_„ _ J(x-g), 

und wir haben also s 

_ n __ ng— mb 

Ganz auf dieselbe Weise können wir eine zweite lineare Gleichung : 

yi-xx-^a = 0, 
bestimmen, welche so beschaffen ist, dafs die Elimination von x und y zwischen dieser 
Gleichung und der Glelchimg der Cnrve (oder des Punctes) zu folgenden Gleichungen 
führt: 

yS+ry-f-s s= o, 

X^+VN+W = O. 

Und endlich ist klar, dafs alsdann die Elimination jeder der beiden veränderlichen Grü- 
fscn zwischen der Gleichung: 

fy-f-xx+(75(y+z'x+ff'} = o, (*) 

und der Gleichung der Cnrve (oder des Punctes) zu derselben Gleichung führt, als die 
Elimination derselben veränderlichen Gröfse zwischen den Gleichungen der Curve und 
des Punclcs , und also die vorstehende Gleichung (4) des Systems zweier reellen geraden 
Linien eine algebraische Folge aus den Gleichungen der Curve und des Punctes ist. 

325. W^enn wir irgend vier der Gleichungen (5) — (9) der 385. Nummer zusammen- 
stellen, so können wir zwischen denselben fi, l+l' und ti' eliminiren, und kommen als- 
dann zu einer Gleichung zwischen y" und x", also zn der Gleichung eines geometrischen 
Ortes, auf welchem sich die Durchschnitte der beiden geraden Linien der rcsultirenden 
Systeme, oder die resnltirendcn Puncte selbst, befinden. Zugleich ist, da wir nur zwi- 
schen vier jener fünf Gleichungen eliminirt haben, die Gleichung jenes geometrischen 
Ortes nnabhängig von einer Conslanten der Linie zweifer Ordnung. W^ir gehen hier in 
diese Entwicklungen, die sich durch eine schickliche Annahme der Goordinaten-Asen 
sehr vereinfachen, nicht ein, und wollen nur einen einzigen solchen Ort auf eine etwas 
abweichende Weise bestimmen. 

Da wir in der vorigen Nummer gesehen haben, dafs wir durch die Verbindung dei 
Gleichung eines Punctes, unter irgend einer quadratischen Form, mit der Gleichung einer 

26* 
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Curvc zweiter Ordnung immer zu der Gleichung eines reellen Linien-Systems gelangen 
können, so wollen wir die beiden geraden Linien dieses Systems gleich als Coordinaten- 
Axen nehmen. Ist bei dieser Annahme: 

y^+2o;sy+/?x^-f-aj'y+9Jx+« = o, 
die Gleichung der Curve, so sind die Gleichungen der resultirendcn Linien-Systeme oder 
Puncle in folgender Gleichung enthalten: 

y^+2a'xy-^ßx^+2yy-i'ZSx'i-t = o, 
in der wir a als einen unbestimmten Coefficicnten betrachten. Diese Gleichung stellt 
alsdann alle miigllchen Linien zweiter Ordnung dar, welche jede der beiden Coordinaten- 
Axenin denselben beiden (reellen oder imaginären) Puncten schneiden (26;,). Der Mittel- 
punct jeder besondern dieser Gurven, nnd also auch — wenn überhaupt die letzte Glei- 
chung bei einer schicklichen Annahme von a ein System zweier geraden Linien oder ei- 
nen Punct darstellen kann — der Durchschnitt der beiden geraden Linien des Systems 
oder der Punct selbst, liegt zugleich auf den durch folgende Gleichungen dargestellten 
beiden Durchmessern: 

y-Hn's+j' = o, 
aj+ßx+ä = 0. 
Wenn wir «' zwischen diesen beiden Gleichungen climiniren, so kommt: 

y= — ß-s^+yj — <Jx = 0. (i) 

Der durch die letzte Gleichung dargestellte geometrische Ott ist eine neue Linie awei- 
ter Ordnung, die durch den Anfangs - Punct der Coordinaten geht und somit alle drei 
zugeordneten Pole enthält. Wir können demnach, in dem Falle, dafs ein gegebenes Li- 
nien-System der Curve nicht begegnet, und wir also zu zwei resultirendcn Puncten kom- 
men, diese Puncte durch den Durchschnitt der eben bestimmten Curve und der Polaren 
desjenigen Punctes, in welchem die beiden geraden Linien des gegebenen Systems sich 
kreuzen, bestimmen. Diese Durchschnitte sind für den eben bezeichneten Fall nothwen- 
dig reell, ebenso wie für den Fall, dafs beide Linien des gegebenen Systems der gegebe- 
nen Curve begegnen, ^'\'^enn eine dieser geraden Linien die gegebene Curve berührt, so 
wird in demselben Puncte die eben bestimmte Curve (1) von der Polaren des Durch- 
schnittes derselben berührt. W^enn eine dieser geraden Linien die gegebene Curve schnei- 
det, die andere aber ihr nicht begegnet, so wird die Curve (l) von der Polaren nicht 
geschnitten, die Durchschnitte sind imaginär. 

326. Wir wollen diesen Paragrajihcn beschliefsen, indem wir in einige Details über 
die Entwcklungen der letzten Nummer eingehen. Wir haben in dieser Nummer folgen- 
den Salz bewiesen: 

Der geometrische Ort für die Mlüelpimcte aller Linien zweiter Ordnung, welche 
durch dieselben eier Puncte gehen, ist eine Linie derselben Ordnung. 

Zwei der vier Durchschnitts-Puncte können hierbei imaginär seyn, und diese sind 
alsdann bestimmt, indem eine jener Curven und eine derselben nicht begegnende gerade 
Linie gegeben ist; es können auch zwei Paar Durchschnitte ima^när seyn, und diese sind 
wiederum bestimmt, wenn eine der Curven nnd zwei derselben nicht begegnende gerade 
Linien gegeben sind. 

Da in der Gleichung der in Rede stehenden Curve: 

y■^-ßs.^^-yy-Sx. = O, (:) 

das zweite Glied fehlt, so sind zwei zugeordnete Durchmesser derselben den Coordinateu- 
Axen parallel. Wenn die Durchschnitte der in der vorigen Nummer durchs 
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dargestellten Curven alle vier reell sind, so erhalten wir mithin die Riclitnng von drei 
Paaren zugeordneter Durchmesser der Curve (!}, indem wir nacli einander jedes der bei- 
den Paare gegeniiberliegender Seiten' nnd ^die beiden Diagonalen des, durch jene viec 
Durchschnitts- Puncte bestimmten, Vierecks zu Coordlnaten-Axen nehmen. 
Die Gleichung (l) vrird befriedigt, wenn wit zugleich; 
y =: —y lind X = o, 

ä 

''° . " '""""^^ 

setzen, woraus wir denn ersehen, dafs die bezügliche Carve durch die Mitten der, in die 
erste und zweite Axe fallenden gemeinschaftlichen Chorden aller Curven QO g^ht, also, 
indem wir wiedernm die Coordinaten - Axen auf dreifache Weise bestimmen, durch die 
Mitten derjenigen sechs geraden Linien, welche die vier Durchschnitts-Puncte, paarweise 
genommen, verhinden. Dieselbe Curve gebt durch den dreifachen Anfangs - Panct der 
Coordinaten. Wir haben also folgenden Satz bewiesen: 

Wenn man vier gegebene Puncte, paarweise genommen^ durch, sechs gerade Linien 
verbindet, so liegen die Durchschnitte jedes Paares dieser Linien und die sechs Mitten 
derselben auf ein und derselben Linie zweiter ^ Ordnung, in welcher überdiefs drei Paare 
zugeordneter Durchmesser jenen drei Linien-Paaren parallel sind. Diese Linie zwei- 
ter Ordnung ist der Ort der Mittelpuncte aller möglichen Linien derselben Ordnung, 
welche durch die der gegebenen Puncte gehen. 

Wir können unmittelbar noch drei andere Puncte derselben Cnrve bestimmen, denn 
die Gleichung derselben wird auch dann befriedigt, indem wir zugleich: 

nehmen. Wir haben also im Ganzen zwölf Puncte der Curve bestimmt; diese Puncte 
Uegen, wie wir gleich sehen werden, auf sechs Durchmessern. 



327. Wir können der Gleichung (l) folgende Form geben: 
woraus wir erkennen, dals 



die Coordinaten des Mittelpuncles der bezüglichen Curve sind. Es ist leicht, diese Coor- 
dinaten geradezu zn constrniren. W^ir sehen aber auch, dafs der Miitelpunct auf den 

beiden, durch die Puncte (o, o) und ( — 7.—-^ ]» (—'/> **) ""^ (°i —~] gehenden, gera- 
den Linien Hegt, Die zweite der eben bezeichneten geraden Linien ist diejenige, welch« 
die Mitten zweier' durch die vier Durchschnitts -Puncte gelegten geraden Linien verbin- 
det. Mit Berücksichtigung der dreifachen Yerbindung der vier Durchschnitte durch zwei 
gerade Linien, wonach ein dreifaches Coordinaten- System sich ergibt, haben wir also 
folgenden Satz bewiesen: 

Wenn man in einem FierecA die Milien der gegenüberstehenden Seiten und der 
beiden Diagonalen durch drei gerade Linien (Verbindet, so schneiden sich diese Linien 
in demselben Puncte. Dieser Fund ist der Miitelpunct derjenigen Curve, welche die 
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Mittelpuncte aller durch die vier Winkel -Pünde des Vierecks gehenden Linien ziveiter 
Ordnung enthält. 

398. Die GleicIiBng (9) stellt ein System zweier geraden Linien dar, wenn 
ßf =^ S\ 
imd aus der geometrischen Bedeutung von ß, y und S ist leicht einzusehen, dafs diese 
ßedingiings - Gleichung dann ;gtatt findet, wenn die rler Dufchsdinills-Puncte ein Yiereck 
mit zwei parallelen Seiten bilden. Ein besonderer Fall ist derjenige, wo die vier Durch- 
schnilts-Pnncte sich in zwei Bcriihrnngs-Puncten vereinigen; alsdann ist, indem wir die 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten n\ Coordinaten-Axen nehmen: 

ßy^ = s^ = ßi. 

Die Art der durch (l) oder (3) dargestellten Carvc hängt einzig vom Coefficienlen ß 
ab. Ist /i = o, so stellt die Gleichung (2) nur solche Curven dar, deren eine Asymptote 
der ersten Coordinaten- Axe parallel Ist. Die Gleichung fi) bezeichnet in diesem Falle 
eine Parabel. Der geomelrisclic Ort für die Miltelpunctc aller Hyperbeln, welche durch 
drei gegebene Puncto geben, und deren eine Asymptote einer gegebenen geraden Linie 
parallel ist, ist also eine Parabel. 

339. Wir wollen in dieser Nummer denjenigen Fall noch besonders hervorheben, wo 
ß = —1, und also, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, alle sich schnei- 
denden Curven gleichseitige Hyperbeln sind und Cl) einen Kreis darstellt. Wir haben 
früher (295.) gezeigt, dafs alle gleichseitige Hyperbeln, welche durch dieselben drei Poncle 
M, M' und M" gehen, sich noch in ein und demselben vierten Punctc M'" schneiden, 
und dafs durch diese vier Puncte sich dreimal zwei auf einander senkrechte gerade Linien 
legen lassen. AIsoj 

Die Miäelpuncie aller gleichseitigen Hyperbeln, K>elche durch dieselben drei Puncte 
gehen, liegen auf dem. Umfange eines Kreises. 

Dieser Kreis geht durch die Fufs- Puncte der von den Winkel -Puncien des Dreiecks 
MM'M" auf die gegenüberstehenden Selten gefällten Perpendikel Diese Fufs-Pnnctc Q, 
Q' nnd Q" sind drei zugeordnete Punctc für jede der, durch M, M und M" gehenden, 
gleichseitigen Hyperbeln, so dafs also die drei Seiten des Dreiecks QQ'Q" die Polaren 
der drei gegenüberstehenden Winkel-Puncte sind. Derselbe Kreis geht durch die Mitten 
der sechs Chorden MM', MM", MW , M'M", M'M"' imd M"M"', nemlich durch die 
Puncte R, S, T, U, V und W. In dem Mittelpuncte des Kreises schneiden sich RW, 
S"V und TU. 

Wir können hiernach, wenn vier Puncte gegeben sind, den Mitlelpnnct dcrjenlgeii 
gleichseitigen Hyperbel finden , welche durch die vier gegebenen Puncte geht. Indem wir 
nemlich je drei dieser Puncte durch gerade Linien verbinden, erhalten wir vier DTciecke; 
durch die Mitten der drei Selten jedes dieser Dreiecke, oder {was hieuiit auf Eins hinaus- 
kommt) durch die Fufs -Punctc der drei von den Winkel -Puncten auf die gegenüberlie- 
genden Seiten gefällten drei Perpendikel, können wir einen Kreis legen. Die vier auf 
diese Weise bestimmten Kreise schneiden sich in demselben Punctc, dem gesuchten Mit- 
telpuncte. 

W^enn sich durch die vier gegebenen Puncte ein System zweier auf einander senk- 
rechten geraden Linien legen läfst, so ist die Aufgabe unbestimmt, sonst lUfst sie immer 
nur eine einzige Auflösung zu. Es können sich zwei gleichseitige Hyperbeln nur in sol- 
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eben -vier Puncten scKneiden, durch welche sich zwei, auf eiuantier scnkrcclite, gerade 
Linien icgen lassen, 

Wenn vier gerade Linien gegeben sind, so sind in der von denselben gebildeten voll- 
ständigen vierseiligen Figur die Durchschnitts -Puncte der drei Diagonalen drei zugeord- 
nete Puncte für alle diejenigen Curven zweiter Ordnung, welche die, vier gegebenen gera- 
den Linien berühren. Wenn unter diesen Curven sich eine gleichseitige Hyperbel befin- 
det, so liegt ihr MUtelpunct auf dem durch die drei zugeordneten Puncte gehenden Kreise, 
und befindet sich also nach dem Satze, der 278. Nummer in einem Durchschnitte dieses 
Kreises und derjenigen geraden Linie, welche durch die Mitten der Diagonalen der von 
den Tangenten gebildeten vollständigen vierseitigen Figur geht. 

Die Resultate dieser Nummer sind bekannt *"). 

§■ 7. 

Winke! -Beziehungen. Brennpunctc- 



330. Wir wollen in diesem Paragraphen zuvörderst eine Ellipse betrachten, und Fig. 2». 
dieselbe auf ihre beiden Äsen beziehen; dcni entsprechend gehen wir von folgender Glei- 
chung ans: 

A>'-f-B^x^ = A=B^ (>) 

Bezeichnen wir ferner irgend einen beliebigen Punct durch (y, x'), so, wird das System 
der beiden durch diesen Punct gehenden Tangenten nach der 277. Nummer durch fol- 
gende Gleichung dargesfelJt: 

A=Cy-yV-(xy'-x■y)^-^B=(x-x7 = o, 

die, entwickelt, folgende Form annimmt: 

CA'— x'^)y^+2xyxy-f-(B'^— y'=)x^— aA^y'y— 2BVx-f.AV'^+B=x'^ ^ o. (a) 

Wir ki>nnen endlich in der allgemeinen Gleichung eines Systems zweier geraden Linien: 

y'+(x-f-«>y+);K'x^4- etc. = o 
(k+x') und xx so bestimmen, dafs diese Gleichung sich mit der Gleichung (2) zu der Glei- 
chung eines Kreises (der für den Fall, dafs die geraden Linien des Systems durch den 
Durchschnitt der Tangenten gehen, sich auf einen Punct reducirt) verbinden läfst. Als-' 
dann bilden die beiden, durch die so bestimmte Gleichung bezeichneten, geraden Linien, 
paarweise mit den beiden Tangenten zusammengestellt, gleiche Winkel mit diesen (29/1). 
Folgende Gleichung, die ein System zweier durch den Pnnct(y', x') gehenden, geraden 
Linien ausdrückt: 

n(y-y')'4-2x'y'(x— x')(y— y')+niCx— x')^ = o, 
erfüllt die eben gemachte Bedingung, wenn wir n und m so bestimmen, dafs die Glei- 
chung: 

A^— x"^-n = B^—y'— m 
befriedigt wird, was auf unendlichfache Art geschehen kann. Unter den auf diese Weise 
bestimmten Systemen zweier geraden Linien, die durch den Punct (y, x'}, den Durch- 
schnitt der Tangenten, gehen, gibt es ein solches, welches der ersten Axe in zweien 
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Pancton hegegnet, deren Äbscissen unabhängig sind von y' und x'. Die Gleichung dieses 
Linien -Systems, (welche wir leichl auf directe Welse bestimmen können,) ist, indem wir 
A.*— B^ = E^ setzen, folgende: 

denn ziehen wir diese Gleichung von (2) ab, so erhalten wir die Gleichung eines Kreises 
(dessen Radius gleich Null ist), und wenn wir in derselben y = o setzen, so tommt: 
X = ±E. 
Wenn wir statt einer Ellipse eine Hyperbel betrachten, und also statt der Glei- 
chung (l) folgende genommen hatten ; 

A^y'^— B=x' = — A^B^ 
so wären die vorstehenden Entwickinngen ganz dieselben geblieben, nnr hätten wir über- 
all {— B^) mit B^ vertauschen, und also auch E^ gleich (A^-(-B^) setzen müssen. 

Wir haben also bewiesen, dafs es in jeder Ellipse und Hyperbel zwei Puncte gibt, 
welche die Eigenschaft besitzen, dafs wenn man von irgend einem beliebigen Pnncte Tan- 
genten an die Curve und nach den beiden festen Puncten gerade Linien zieht , die eine 
dieser geraden Linien, die eine Tangente unter denselben Winkeln 
schneidet, als die andere gerade Linie die andere Tangente. In der 23. 
Figur, die sich auf den Fall der Ellipse bezieht, ist: 

TPF = TPF , TPF - T'PF. 
Die beiden in Rede stehenden Puncte heifsen Brennpnncte. Für den Fall der Ellipse 
liegen dieselben auf der gröfsern Axe, za beiden Seiten des Mittelpnnctes in einer Ent- 
fernung, die gleich ist VA^ — B^. Wir erhalten hiernach die beiden Breniiptmcte der El- 
lipse, indem wir ans einem der End-Puncle der kleinem Axe, mit der halben gröfsern 
Axe, als Radius, einen Kreis beschreiben; dieser Kreis schneidet die gröfsere Axe in den 
beiden Brennpuncten F und F'. Diese Puncte liegen zwischen zweien beliebigen Tan- 
genten. Für den Fall der Hyperbel befinden sich die beiden Brennpnncte auf derjenigen 
Axe, welche der Curve begegnet, zu beiden Seiten des Mittelpunctes in einer Entfernung 
VA^+B^, die der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks gleich ist, dessen beide Ka- 
theden die halben beiden Axcn sind. Die so bestimmten Puncte liegen immer in zwei 
von irgend zweien Tangenten gebüdcten Scheitel- Winkeln. 

Auf der kleinern Axe der Ellipse, so wie auf derjenigen Axe der Hyperbel, welche 
der Curve nicht begegnet, liegen keine, Brennpuncte, da die entsprechenden Werthe von 
E imaginär werden. 

Man kann, wie es in jeder elementaren Behandlung der Linien zweiter Ordnung ge- 
schieht, ohne alle Mühe zeigen, dafs, für den Fall der Ellipse, die Summe, für den 
Fall der Hyperbel der Unterschied der Abstände jedes Punctes der Curve von jenen 
beiden, auf die eben angezeigte Art bestimmten, Puncten, Brennpuncte genannt, con- 
stant, und zwar der ersten Axe der Curven gleich ist. 

331. Der in der vorigen Nummer analytisch bewiesene Satz gut für jede beliebige 
Lage des Punctes P oder (y, x'), nur mufs dieser Punct auCserhalb der Ellipse oder Hy- 
perbel liegen, denn nur in diesem Falle lassen sich von einem solchen Puncte Tangenten 
ziehen, und nur in diesem Falle stellt die Gleichung (2) zwei reelle gerade Linien und 
nicht einen isolirten Punct dar. Wenn der Punct (y, x'} auf der Curve selbst liegt, so 
stellt die letztgenannte Gleichung (2) zwei in eine einzige Tangente zusammenfallende ge- 
rade Linien dar, so dafs als ganz speciellor Fall des oben Bewiesenen dargcthan istj 
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öafs tlic Tangente in irf;end einem Punclc Act Ellipse oder Hyperbel 
mit den, von demselben I'uncte nach den beiden Brcnnpunctcn gezoge- 
nen, geraden Linien gleiche Winkel bildet; und zwar so, dafs in dem Falle 
der Hyperbel der von den eben bezeichneten geraden Linien gebildete ^'^'^inkel selbst, 
in dem Falle der Ellipse aber der Nebenwinkel desselben von der Tangente hal- 
ijrt wird. Hieraus folgt denn, nach dem Grundgesetze aller Spiegelung, dafs, bei der 
Ellipse, ein Lichtstrahl, der, von einem Brennpuncte ausgehend, auf einen Panct der 
Ellipse fällt, nach dem andern Brennpuncte zariickgeworfen wird; bei der Hyperbel 
hingegen ein von einem Brennpimclc ausgehender, und auf irgend einen PuncL eines der 
Leiden Zweige der Hyperbel fallender Lichtstrahl, so zurückgeworfen wird, als käme 
er von dem andern Brennpuncte. 

Die All, wie wir in der vorigen Nammer die Brennpuncte eingeführt haben, ist also 
ihrer Benennung ganz entsprechend. 

332. Wir wollen in dieser Nammer sehen, wie die Resultate der beiden vorigen Fig 
Nammern sich für den Fall der Parabel modificiren. Die Gleichnng der Parabel, die 
wir zum Grande legen wollen, ist, bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten, folgende; 

y^ = 2px. CO 

Die Gleichung zweier sich in irgend einem Puncle (y, x') schneidenden Tangenten, ist 
hiernach (277} : 

2(y-y')(y'x-.s'y)— p(x— x')^ = O, 
und, wenn wir entwickeln, geht diese Gleichung in folgende über: 

x'y^— y'xy-t-'Apx^— x'y'y4-(y'^— px>-H%px'' = o, ^ (a) 

Wir können hier wiederum unendlich viele Systeme zweier geraden Linien bestimmen, 
deren Gleichung sich mit vorstehender Gleichung des Tangenten - Systems za der Glei- 
chung eines Kreises verbinden läCst. Geben wir zu diesem Ende der Gleichung eines sol- 
chen Systems zweier geraden Linien, von denen wir zugleich voraussetzen, dafs sich die- 
selben im Puncte (y, x'), dem Durchschnitte der Tangenten schneiden, folgende'Form: 

n(y— y')'— y'(s— x')(y-y')-+-m(x-xy ^ o, o) 

so brauchen wir blofs n und m auf solche Weise zu bestimmen, dafs folgende Gleichnng 
hefriedigt wird: 

x'— n = %p — m. 
Setzen wir m — o, und also n = x'— V^p, so erhalten -wir statt (3) folgende Gleichung; 

(y-y')f(^'-'Ap)(y-y')-y'Cs-x')) = o. 

Von den beiden cinaelnen geraden Linien, welche diese Gleichung darstellt, Ist eine pa- 
rallel der Axe der Parabel, die andere, für sich allein durch folgende Gleichnng dar- 
gestellt : 

y— y' = - v - ^,/ ■■(x— x'j, 

schneidet die Äse der Parabel in einem Puncto (o, '/^p), der immer derselbe hldbt, wo 
wir auch den Üurcbschnilt der Tangenten (y, x') annehmen mögen. Es gibt also in des- 
Parabel einen festen und conslanten Punct, der die Eigenschaft besitzt, dafs, wenn man 
von irgend einem beliebigen Puncte aus zwei Tangenten an die Curve und eine gerade 
Linie nach jenem festen Puncte zieht, diese gerade Linie mit einer der beiden 
Tangenten dieselben Winkel bildet, als die andere Tangente mit ei- 
nem beliebigen Durchmesser der Parabel. Dieser feste Punet hci&t der 
Brennpunct der Parabel, und Hegt auf der Axe derselben, in einer KaScmirnj.-: 
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vom Scteitcl, die gleich ist V^p, d. L, dem vierten Thciiß des Parameters. In der 2i[, 
rigor ist F der Brcnnpimct , und nach dem eben bewiesenen Satze ist: 
TPG - FPT', TPF = GPT', 
Wenn wir den Punct P oder (/, x') auf der Parabel selbst annehmen, so fallen die 
beiden durch (2) dargestellten Tangenten in eine einzige zusammen, und alsdann liegt in 
der vorstehenden analytischen Entwicklung unmittelbar, als besonderer Fall, der bekannte 
Satz, daCs, wenn man irgend eine beliebige Tangente an die Parabel legt nnd durch den 
BerUhrnngs Punct eine gerade Linie parallel mit der Axe , eine andere nach dem Brenn- 
pnncte zieht, diese beiden geraden Linien mit der Tangente gleiche Win- 
kel bilden. Hieraus ergibt sich denn wiederum, nach dem vorhin schon cnvUhnten 
Spiegelungs- Gesetze, dafs jeder Lichtstrahl, der in irgend einem Poncte der Parabel 
parallel mit der Äxc auffallt, in den Brennpunct zurückgeworfen wird, nnd, umgekehrt, 
dafs alle von dem Brennpnnclc ausgehenden Strahlen so von der Parabel reflectirt wer- 
den, dafs sie parallel unter sich und mit der Axe fortgehen. 

333. Die in den letzten Nummern bewiesenen allgemeinen Satze sind folgende: 

Wenn mim von irgend einem gegebenen Puncle Tangenten an eine gegebene Ellips« 
oder Hyperbel und zii>e{ gerade Linien nach den beiden Brennpuncien zieht, so bildet 
eine dieser geraden Linien mit einer Tangente dieselben Winkel, als die andere gerade 
Linie mit der andern Tangente. 

Wenn man von irgend einem Puncie Tangenten an eine gegebene Parabel legt und 
eine gerade Linie nach dem Brennpuncte zieht, so bildet eine Tangente mit der zuletzt' 
gezogenen geraden Linie dieselben Winkel, als die andere Tangente mit einem beliebi- 
gen Durchmesser der ParabeL 

Aus diesen beiden Sätzen (von denen der letztere, indem wir annehmen, dafs der 
zweite Brennpnnct der Parabel unendlich weit entfernt liegt, in dem erstem enthalten 
ist,) lassen sich durch leichte Comhinationen eine Menge anderer herleiten, und ans die- 
sem Grunde stellen wir dieselben, als Hauptsätze, an die Spitze der nächsten Nummern. 
Auf die glückliche Auswahl solcher Satze beruhet die Leichtigkeit nnd Eleganz der 
Darstellung. Mir scheint es hierbei ein characterisüscher Umstand zu seyn, dafs dieje- 
nigen Sätze, um welche sich eine Reihe von Sätzen, gleichsam als CoroUarien, gruppirt, 
aus einer unmittelbaren Verbindung der analytischen Ausdrücke sich ergeben. 

33i|. Wenn irgend eine Hyperbel gegeben ist, nnd wir statt einer der bisher be- 
trachteten Tangenten eine Asymptote nehmen, so ergibt sich aus der vorigen Nummer 
sogleich folgender Satz; 

Wenn man von irgend einem Puncte einer Asymptote einer gegebenen Hyperbel 
eine Tangente an die Curve legt, und zwei gerade Linien nach den beiden Brennpunc- 
ien zieht, so bildet eine dieser beiden geraden Linien mit der Tangente dieselben Win- 
kell als die andere gerade Linie mit der Asymptote. 

335. Wenn irgend ein Punct einer Linie zweiter Ordnung und die beiden 
Brennpuncte derselben gegeben sind, so kann man, auf bekannte Weise, in dem 
gegebenen Puncte die Tangente constrniren, indem man- von diesem Puncte nach den 
beiden Brennpuncten gerade Linien zieht, und einmal den Winkel, den diese beiden ge- 
raden Linien mit einander bilden, das andere Mal dea Nebenwinkel desselben, durch eine 
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gerade Linie halbirt. Es lassen sich iiiernacli clurcli Avn gegebenen Piinct zwei verscliie- 
dcne Linien zweiter Ordnung legen, welche zwei gegebene Puncte za Brennpunclen ha- 
ben, eine Hyperbel und eine Ellipse; die eine der eben bezcichneLen Halbirungs -Linien 
berührt die Hyperbel, die andere die Ellipse. 

Zugleich ergibt sich hier auf ganz elementare Weise folgender Satz, der nicht ohne 
Aufwand von Rechnung in den Annalen von Gcrgonne *) bewiesen worden ist: 

VF^enn eine Ellipse und Hyperbel dieselben Brennpuncte haben, so schneiden sich 
dieselben unter rechtem Winkel. Oder; Alle Ellipsen oder Hyperbeln, welche diesel- 
ben Brennpuncte haben, tverden von ein und derselben Hyperbel oder Ellipse, die eben- 
falls dieselben Brennpuncte hat, unter rechten WinJteln geschnitten. 

^'Venn die Richtung der Dnrchmesser einer Parabel, der ßrennpnnct und irgend ein 
Punct ihres Umfaiiges gegeben ist, so können wir, ähnlich wie bei der Ellipse nnd der 
Hyperbel, in dem gegebenen Puncle die Tangente conslruiren. Wir erhalten für die- 
selbe eine von zwei auf einander senkrechten geraden Linien, wodurch zwei unter rech- 
ten Winkeln sich schneidende Parabeln angezeigt werden, welche denselben Brennpunct 
und dieselbe Axe haben, und sich im gegebenen Puncte schneiden. 

336. Wenn die beiden Brennpuncte und eine Tangente gegeben sind, so 
können wir, wie bekannt, leicht den Beriilirnngs -Punct auf derselben bestimmen. Dieser 
Panct ist für den Fall der Ellipse, wo die beiden Brennpuncte auf derselben Seite der 
Tangente liegen, von allen Puncten dieser Linie derjenige, für welchen die Summe der 
Abstände von den beiden Brennpuncten ein minimum ist; für den Fall der Hyperbel, 
wo die beiden Brennpuncte zti beiden Seiten der Tangente liegen, derjenige, für welchen 
die Differenz jener Abstände ein maximum ist. Wir können ferner, nach der 333. Num- 
mer, von jedem beliebig auf der gegebenen Tangente angenommenen Puncte unmittelbar 
eine Izwcite Tangente construircn. Seyen in der 23. Figur F und F' die beiden Brenn- 
puncte, TP irgend eine Tangente, und auf derselben P der beliebig angenommene Punct, 
Zieht man nun PF und PF', und endlich PT' so, dafs F'PT ^ FPT, so ist die zuletzt 
gezogene gerade Linie PT' die verlangte Tangente. Durch die beiden Brennpuncte und 
eine Tangente ist eine einzige Linie zweiter Ordnung bestimmt. 

Auf ähnliche Weise können wir, wenn der Brennpunct einer Parabel, die Rich- 
tung ihrer Durchmesser und irgend eine Tangente derselben gegeben ist, durch jeden 
Punct dieser Tangente eine neue Tangente legen. Scy in der 24. Figur F der Brenn- 
punct, PG ein Durchmesser, TP die gegebeno Tangente und P der beliebig auf derselben 
angenommene Panct. Bestimmt man nun eine gerade Linie PT so, dafs TPG = FPT, 
so ist diese Linie die gesuchte Tangente. Der Winkel FPT bleibt immer derselbe, \u> 
wir auch den Punct P auf der gegebenen Tangente annehmen mögen. Hiernach ergeben 
sich folgende beiden bekannten Sätze: 

Wenn man den Scheitel eines Winkels oon gegebener Größe auf einer gegebenen 
geraden Linie fortrücken läfst, fcährend ein Schenkel desselben um irgend einen festen 
Punct sich dreht, so beiiihrt der andere Schenkel in alteJi seinen Lagen ein und dieselbe 
Parabel. Der feste Punct ist der Brennpunct und die gegebene gerade JJnie eine Tan- 
gente dieser Parabel. 



*) Gerg. Ann. Xlll. p. 318. 
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Wenn man von dem Brennpuncte einer Parabel aus nach allen möglichen Tangen- 
ten unter demselben Winkel gerade Linien zieht, so liegen alle Fiijs-Puncte dieser ge- 
raden Linien auf einer neuen geraden Linie, die seihst eine jener Tangenten ist '}. 

337. Wenn nur ein BrennpisncL gegeben ist, so sind noch drei Puncte oder 
Tangenten nöiliig, damit eine Linie zweiter Ortlnnng vollständig bestimmt sey. Wir 
wollen uns anf denjenigen Fall Loschranken, dafs drei Tangenten gegeben sind, nnd, 
indem wir uns auf die 23. Figur bezieben, F für den gegebenen Brennpnnct nnd PMN 
für das, von den drei gegebenen Tangenten gebildete, Dreieck nehmen. Die 333. Nom- 
mer fährt «ns hier auf der Stelle zur Bestimmung des andern Brcnnpunctes. Verbinden 
wir nemlich zwei W^inkel - Pnncte jenes Dreieclcs, etwa P und M, durch zwei gerade Li- 
nien mit dem gegebenen Brcnnpuncle F, so liegt der andere Brcnnpunct in dem Durch- 
schnitte derjenigen beiden geraden Linien PF' und R'IF', die wir sogleich erhalten, indem 
wir die Winkel TPF und TPF', TMF und SMF gleich nehmen. 

Durch den auf diese Weise bestimmten Brennpnnct F' geht auch noch eine dritte 
gerade Linie NF'j welche dadurch bestimmt ist, dafs die Winkel SNF und TNF' gleich 
sind. Hierdurch ist also für jedes Dreieck nachstehender Satz hewiesen, der als eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes anzusehen ist, dafs diejenigen drei geraden Linien, welche die 
drei Winkel eines Dreiecks halbiren, in demselben Puncte sich schneiden. 

Wenn man in der Ebene eines gegebenen Dreiecks Irgendwo einen Punct annimmt, 
und durch jeden Winkel-Punct des Dreiecks eine gerade Linie nach diesem Piincle und 
eine andere so zieht, dafs die beiden geraden Linien mit den in demselben Winkel-Punct 
sich schneidenden beiden Seilen des Dreiecks gleiche Winkel bilden, so erhalten wir au- 
fscE den drei, sich im beliebig angenommenen Puncte schneidenden, geraden Linien, noch 
drei andere, welche ebenfalls durch ein und denselben Punct gehen, 

W^enn der beliebig angenommene, innerhalb oder anfserbalb des Dreiecks liegende, 
Punct auf der, einen Winkel des Dreiecks halbirenden geraden Linie sich befindet, so 
enthält diese gerade Linie auch den Comtruclions- Punct, und ist mitbin die Axe der 
Curve, 

Der> letzte Satz vom Dreieck besteht auch dann noch, wenn der gegebene Punct un- 
endlich weit liegt und man also (Fig. 24.) durch die "Winkel-Puncte des Dreiecks PMN 
In beliebiger Richtung drei parallele gerade Linien MK, PG und MH zieht. Alsdann ist 
der Durchschnitt der, wie eben, hestimmtcn drei geraden Linien MF, PF und NF der 
Brcnnpunct derjenigen Parabel, welche die drei Seiten des Dreiecks berührt, und welche 
MK, PG und NH zu Durchmessern hat. 

338. Wenn man in einem gegebenen Dreieck, erstens den Mittelpunct des um 
dasselbe beschriebenen Kreises, sweitens denjenigen Punct, in welchem sich die drei, 
von den Winkel -Puncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten, Perpendikel kreu- 
zen, bestimmt, nnd alsdann von diesen beiden Puncten zwei gerade Linien nach jedem 
der drei Winkel-Punctc des Dreiecks zieht, so bildet jedes Paar solcher Linien mit den- 
jenigen beiden Dreiecks-Sciten, durch deren Durchschnitt dieselben gehen, gleiche Win- 

*) TWorimes nouvöaus sur les lignes du second ordre. Par PonceleL Gerg. Ann. VUl, p 

a — 13. 
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kel •)■ Nach der vorigen Nummer sind also die eben bezeichneten Puncto die beiden 
Brennpuncte einer in das gegebene Dreieck beschriebenen Linie zweiter Ordnung, die, 
was leicht erhellt, eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nachdem das gegebene Dreieck nur 
spitze, oder auch einen stumpfen Winkel hat. Da diese Linie zweiter Ordnung die drei 
Seiten des Dreiecks berührt, so ist nebenbei bewiesen, dafs, für den Fall eines spitzwink- 
ligen Dreiecks, das minimum der Summe der Abstände aller einzelnen Puncte der Dreiecks- 
Seiten von jenen beiden eben bestimmten Puncten, für alle drei Seiten ein und derselben 
GfrÜfse, nemlich der gröfsern Axe der eingeschriebenen Ellipse, gleich ist. Für den Fall 
(änes stampf winkligen Dreiecks ist das maximum der Unterschiede solcher Abstände, für 
alle drei Seiten ein conslantes, nemlich der Haupt-Asc der eingeschriebenen Hyperbel 
gleich. 

Es ist ferner leicht zu beweisen, dafs das in Rede stehende minimum oder mazimum 
gleich ist dem Radius des, nm das Dreieck beschriebenen, Kreises. In der 23. Figur sey 
PMN das gegebene Dreieck, F der Mittelpunct des nm dasselbe zu beschreibenden Krei- 
ses, und F' derjonigo Punct, in welchem die drei von den Winkel-Puncten auf die gegen- 
überstehenden Seiten gefällten Perpendikel sich kreuzen. Legt man nun einen Kreis durch 
die drei Fufs -Puncte dieser Perpendikel, durch die Puncto G, H und K, so geht derselbe 
Kreis (nach dem beiläufig in der S29. Nummer erwähnten Satze, der sich auch ohne Mühe 
dircct beweisen läfst) ebenfalls durch die Mitten von F'P, F'M und F'N. Errichtet man 
in diesen Mitten Perpendikel, so berühren dieselben diejenige Linie zweiter Ordnung, (wir 
heben den Fall hier hervor, wo dieselbe eine Ellipse ist,) welche F und F' zu Brennpunc- 
ten hat und die drei Seiten des gegebenen Dreiecks berührt **). Eine solche Tangente 



*) Der Beweis der im Teste aufgestellten Bcliauptmii^ hat keine Scliwlcrlgkeif. Es sey nemlich 
(Fig. 23.) PMN das gegebene Drciect , F der Mittelpunct des um dasselbe besrhricbenen 
Kreises, alsdann brauclieu wir nar zu zeigen, dafs. wenn vir In dem gegebenen Dreieck 
einen zweiten Punct F', wie in der vorigen Nummer , so bestimmen , dat s 

MPF = F'PN, PMF = F'MN, MNF = F'KP, 
jede durch einen der Winkel-Puncle des Dreiecks und den so bestimmten Punct F' gehende 
gerade Linie (z. B. PF') die gegenüberliegende Seife (löN) unter rechten Winltcln sclmeidet. 
Wir erhaltcii aber nach allbekannten Sätzen sclmltweise folgende Ausdrücke . 
n = MPN + PMN4-PNM, 

= MPF-f-FPN4-PMF-f-FiHN-t-PNM, 
= MPF4-PMF + (FNP4-FHM)+PNM, 
=. 2GPN4-2PNM, 
mithin : 

I = GPN + PNM, 

woraus denn folgt , dafs PG senkrecht sleiit auf MN. 

••j Wir werden nemüch in einer spa'fern Nummer, im 3usammenhange mit anderen Sätzen, be- 
weisen, dafs die Fufs-Pmicte der von den beiden Erennpnncten auf alle mggliche Tangen- 
ten einer F.llipse oder Hyperbel gefälUeu Perpendikel auf dem Umfange ein und desselben 
Kreises liegen, und zwar desjenigen Kreises, der über der ersten Axe als Durchmesser be- 
schrieben werden kann. Wir köunen diesen Saiz , allein für sich , auch auf nachstehende 
Art beweisen. Wenn wir von der Gleichung! 
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ist QR, welche auf PF in der Mitte dieser Linie, in Q, senkrecht stcKt. Der Beriih- 
mngs-Pnnct R liegt in dem Dnrchschmlte dieses Perpendikels mit FP; denn ziehen wir 
RF', so wird PRF', der Nebenwinkel von FRF', von jener Tangente QR halbirt. Es ist 
also die gröfsere Axe der in Rede stehenden ElUpse gleich : 
FR+RF' = FR+RP = FP, 
mithin gleich dem Radius des um das Dreieck beschriebenen Kreises. 
Ans dem Bisherigen ergeben sich nachstehende Resultate: 

Wenn eine Ellipse oder Hyperbel gegeben ist, und man beschreibt ans einem Brenn- 
puncto derselben mit der ersten Axe als Radius einen Kreis, so lassen sich in diesen Kreis 
unendlich viele Dreiecke eintragen, welche alle der Ellipse oder Hyperbel umschrieben, 
sind; wenn wir nemlich durch irgend einen Ponct dieses Kreises zwei Tangenten an jene 
Cnrve zweiter Ordnung legen, so Lestimmen die zweiten Durchschnitte dieser Leiden Tan- 
genten mit dem Kreise eine dritte Tangente. Die von den Winkel - Pnnctcn aller dieser 
Dreiecke auf die gegenüberstehenden Seiten gefällten Perpendikel schneiden sich alle in 
einem constanten Puncte, dem andern Brennpuncte der Cnrve. Alle diese Dreiecke ha- 
ben hiernach auch einen gcmeinschafthchen Schwerpunct (69), Die Fufs-Punctc aller von 
den Winkel-Puiicten solcher Dreiecke auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Per- 
pendikel befinden sich auf dem Umfange des über der gröfsern Axe, als Durchmesser, be- 
schriebenen Kreises. Auf demselben Kreise liegen die Mitten der drei Seiten jedes 
Dreiecks (32f)), oder, mit anderen Worten, die iVEtten aller Chorden des Kreises, von 
welchen die Cnrve berührt wird. 

Beiläufig sehen wir, dafs der Fxadius des um ein gegebenes Dreieck beschriebenen 
Kreises doppelt so grofs ist, als der Radius desjenigen Kreises, der durch die Mitten der 
drei Selten, oder, was dasselbe heifst, durch die Fufs-Punclc der drei von den Winkel- 
Puncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Perpendikel geht, und dafs der Mittel- 
punct des letztgenannten Kreises auf derjenigen geraden Linie liegt, welche den Mittel- 
punct des umschriebenen Kreises und den Kreuzungs - Punct der Perpendikel verbindet, 
und Ewar in der Mitte zwischen diesen beiden Pnncten. 

Der aus einem Brennpuncte einer Hyperbel mit der Axe als Radios beschriebene 
Kreis begegnet der Curve in zweien Pnncten; die Tangente in jedem dieser Puncte be- 



A'y'+B^s^ = ±A'B% 
ausgehen , so erhalten mr sogleich nact der 218, Nummer: 

lür iie Gleichung des Systems irgend zweier parallelen Linien, «elcJiC i3ie Ellipse oder Hvjier- 
bei berühren. Es ist ferner: 

{r_a'x)^-(\^B^)a'= = o, 
die Gleichung des Systems zweier durch die beiden Brennpuncte geheuden geraden Linien, 
Sollen diese beiden geraden Lüiien auf den Taugenten Kenlreclit stehen, so nimml die lehte 

Gleichung, indem wir durch a'^ dlvidiren und a für ( — — ) schreiben, folgende Form an: 

(ay+xy— Ä=+B' = o. CO 

Kiehen wir die beiden Gleichungen (l) und (2) von einnncler ab j «nd dividiren alsdanii 
durch (l-Ha'), sokoiamt; 

j^+s'-A^ = 0, 
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slitnmt auf dem Kreise einen zweiten Durchsclinitts-Pnnct: die in (temsclbcn an den Kreis 
gelegte Tangente berührt zugleich die Hyperbel. Zwei in den Kreis und nm die Hyper- 
bel bescliriebenen Dreiecke haben die beiden Asymptoten au einer ihrer Seiten. 

Alle diejenigen, in einen gegebenen Kreis beschriebenen, Dreiecke, welche denselben 
Schwerpunct haben, sind ein und derselben Linie zweiter Ordnung umschrieben, die, je 
nachdem der Schwerpunct innerhalb oder aufserhalb liegt, eine Ellipse oder Hyperbel ist, 

339. Wir wenden uns zu neuen Winkel -Beziehungen. Sey, indem wir zuvörderst Fig. 25. 
eine Ellipse betrachten, NN' das von zweien festen Tangenten, PQ und PQ', inlerceptirte 
Stück irgend einer beliebigen dritten Tangente. Indem wir die Winkel - Summe der bei- 
den Dreiecke INF3N' und iNF'N' nehmen, kommt: 

> NFN' + NF'N' -+- J" NNT + NN'F' \^j N'NF + N'NF' '^ ^^^^^ 



H' 



\ NN'Q' I 1 WNQ 
nnd hiernach ergibt sich 

^-NPN' = NFN'+NF'lY. CO 

ISehmen wir statt der Tangente NN' die Tangente QQ', so ergibt sich gerade ani 
dieselbe Weise: 

1 qqp 1+1 QQP, I 

und endlich: 

^i+QPQ' = QFQ' + QFQ'. (.) 

Wenn also eine Ellipse und zwei an dieselbe gelegte Tangenten gegeben sind, so ist 
die Summe derjenigen beiden W^inkeJ, imter welchen das von den beiden gegebenen Tan- 
genten interceptirte Stück irgend einer beliebigen dritten Tangente, von den beiden Brenn- 
pnncten aas, gesehen wird, constant und zwar, je nachdem die Ellipse von den drei Tan- 
genten eingeschlossen wird oder nicht, gleich der Summe oder dem Unterschiede von 
zweien rechten Winkeln nnd demjenigen Winkel, der von den beiden festen Tangenten 
gebildet wird. 

Wenn wir die beiden Gleichungen (l) nnd (2) addiren, so kommt: 
a« = NFIN'4-NFN'-f-QFQ'+QFQ'. 

Wenn man also um eine gegebene Ellipse irgend ein Viereck beschreibt, von (peU 
chem dieselbe umschlossen tvird, so isl die Summe derjenigen vier Winkel, unter wel- 
chen Zivei gegenüberliegende Seiten des Vierecks von den beiden Brennpuncten aus ge- 
sehen werden , gleich vier rechten Winkeln. 

340. Wir wollen in dieser Nummer statt der Ellipse eine Hyperbel betrachten; in Fig. 26. 
diesem Falle ist der Unterschied derjenigen Winkel, unter welchen das von zweien fe- 
sten Tangenten interceptirte Stück irgend einer dritten beweglichen Tangente von den 
beiden Brennpuncten aus gesehen wird, constant und zwar, je nachdem die beiden festen 
Tangenten beide Hyperbel-Zweige oder nur einen derselben berühren, gleich dem von 
diesen Tangenten gebildeten Winkel oder dessen Nebenwinkel. Wir wollen uns hier dar- 
auf beschränken, den ersten Fall zu beweisen. Die beiden festen Tangenten seyen PN 
und PN', und das von ihnen interceptirte Stück einer dritten Tangente NN'. Es ist; 
NF'N' = JT-N'NF-NN'F', 
NFN' = Ji-NNF-NN'F, 
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mithia 

NF'N'-NFN' = f N'NF-N'NF ] _ [ NN'F - NN'F 1 ,,,,, 

1 N'NG I i mv I ^^^*' 

= JNPN'. 

Fig. ilt' S^il. Sny endlich F der Brennpunct einer Parabel, seycn PT und PT' zwei feste 

Tangenten, und MN das von densdbcn auf einer Leliebigeii drillen Tangente intcrctp- 
tirte Stück. Alsdann ist: 

MFN = ;r-FNM-FMN, 
= ;.-HNT'-KMT, 

= ;. - MPIN. 
Hiernacli ergibt sich folgender Salz : 

Derjenige Winkel, unter welchem das von zweien festen an eine gegebene Parabel 
gelegten Tangenten interceptirle Stück einer dritten Tangente com Brennpuncte aus ge- 
sehen ivird, ist constant und ergänzt den von den beiden Jesten Tangenten gebildeten 
Winkel zu zwei rechten Winkeln. 

Wenn man also ein Dreieck um eine gegebene Parabel beschreibt, und um dieses 
Dreieck wiedcrnm einen Kreis , so geht dieser Kreis durch den Brennpunct. Der Ort für 
die Brennpuncte aller Parabeln, die drei gegebene gerade Linien berühren, ist derjenige 
Kreis, welcher um das von den drei gegebenen geraden Linien gebildete Dreieck teschrie- 
Len werden kann. Wenn mithin vier gerade Linien gegeben sind, so erhalt man leicht 
den Brennpunct derjenigen Parabel, welche von diesen Linien berührt wird ; dieser Brenn- 
punct liegt zugleich auf vier verschiedenen Kreisen. Da jeder Pnnct des um ein gegebe- 
nes Dreieck beschriebenen Kreises als der Brennpnnct einer Parabel anzusehen ist, die 
von den Seiten des Dreiecks berührt wird, so haben wir (336) indtrect folgenden bekann- 
ten Satz bewiesen: 

VTeun man con irgend einem Puncte auf dem Umfange eines Kreises nach den 
drei Seiten irgend eines in denselben beschriebenen Dreiecks unter demselben beliebig 
angenommenen Winkel gerade Linien zieht, so liegen die drei Fufs-Puncle dieser Li- 
nien in einer neuen geraden Linie. 

Nach der in der Ssy. Nummer angezeigten Conslruclion einer Linie zweiter Ordnung, 
welche die drei Seiten eines Dreiecks berührt und einen gegebenen Pnnct zum Brenn- 
puncte hat, und nach dem Yorstehendcn ergibt sich, wo der gegebene Punct liegen mnfs, 
damit die Curve eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel scy. Im Fall einer Ellipse mufs 
der Pnnct innerhalb des Dreiecks oder in einem derjenigen drei unendlichen Flächen-Baume 
liegen, die von dem Bogen des umschriebenen Kreises und zwei Seilen bestimmt werden. 
Nicht allein für die Parabel, sondern auch für jede Linie zweiter Ordnung ist derje- 
nige Winkel, unter welchem eine von zwei festen Tangenten interceptirte dritte hewegüchc 
Tangente, von einem der Brennponcle aus, gesehen wird, ein constanter. Diesen Satz 
stellt H. Poncelet an die Spitze einer schon citirten Abhandlung, und als nächste Fol- 
gerung ergibt sich dai-aus der hekannle, leicht synthetisch zu beweisende Satz, dafs, wenn 
man an eine gegebene Linie zweiter Ordnung zwei Tangenten legt, and den Durchschnitt 
dieser beiden Tangenten, so wie die beiden Beriihrungs-Puncle mit einem Brennpuncte 
durch gerade Linien verbindet ,, an diesem Brennpuncte gleiche Winkel entstehen, um- 
gekehrt folgt jener Satz sogleich aus diesem. Der Raum verbietet uns hier in ausführliche 
Entwicklungen einzugehen. 
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342. Wir haben früher gesehen, dafs tlic Fufs-Pnncte der, von dem Brennpuncte 
der Parabel ans, nach allen Tangenten nnter irgend einem gegebenen Winkel 
gezogenen geraden Linien auf einer neuen geraden Linie, und zwar anf einer Tangente 
der Parabel, liegen. Wir wollen unlcrsucben, ob diesem Satze nicht ein ähnlicher für 
den Fall der Ellipse und Hyperbel entspricht Zu diesem Ende sey, 

A^y'+B^x^ ^ A*B% 
die Gleichung einer gegebenen Ellipse, bezogen auf rechtwinklige Coordinatcn, alsdanu 
ist (276): 

y=- 2axy4-aV— Ä'a^— B"^ = o (i) 

die Gleichung des Systems irgend zweier parallelen Tangenten. Ferner sind, indem wir 

setzen, (-f-E) und ( — E) die Abscissen der beiden Brennpuncte; zwei durch diese beiden 
Puncte gehende gerade Linien haben Gleichungen von folgenden Formen; 

y— a'Cx— E) = o, y~a"Cs-f-E) == o, 
und, indem wir diese Gleichungen in eine einzige zusammenziehen, kommt: 

y^ — (a'+a")sy-+'a'a"x*+(a' — a")Ey — a'a"E^ = o. d) 

Wenn wir die Voraussetzung machen, dafs die beiden, durch die Brennpuncte gehenden, 
geraden Linien mit den beiden parallelen Tangenten gleiche Winkel bilden, jedoch so, 
dals dieselben nicht unter einander parallel sind, sondern mit jeder der beiden Tangen- 
ten ein gleichschenkliches Dreieck bilden, so haben wir, indem wir die Basis -Winkel 
dieses Dreiecks gleich § setzen, und für die trigonometrische Tangente von § der Kürze 
wegen v schreiben, für a' nnd a" folgende Ausdrücke: 
a-Hi a--i> 

1 — au' i-f-au 
nnd hiernach : 

aV - "'-''. a'+a" - 2a.i±£„ a-a" = +2.-i±£^. 
I — a^i>^ 1— aV "" 1— a^i>^ 

Durch Substituüon der Werthc von a'a", (a'+a") und (a'— a") geht die Gleichung (2) in 

folgende über: 

fi— a^=}y'— 2aCi-H;^)xy-(-(a^— v')x'±2iiCi4-a')Ey— Ca^— f^)E^ = 0. (ä) 

Multipliciren wir femer alle Glieder der Gleichung (l) mit 0"M'^), so kommt: 

(l+u'^y^— 2a(l+D'=)xy4-a^(l-N;'=)x^— (l-Hi^)(A^a''^B=) = 0, 

nnd wenn wir von dieser Gleichung die vorhergehende abziehen : 

(l+a')(t>'y^-l-u%^T2rEy— A'ij"— B=) = o. 

Diese Gleichung ist nnabhäogig von a, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor (l+a^) 

fortlassen, und stellt einen Kreis dar; eine leichte Umformung derselben führt, indem 

wir wieder für v seinen Werth tang'i schreiben, za folgender Gleichung: 

(yTE.„W=+x» == Jl. C.) 

Es ist offenbar, dafs diese Gleichung unmittelbar auch dann noch besteht, wenn wir 
eine Hyperbel an die Stelle der bisher bclrachtelen Ellipse setzen, and wiederam durch 
E den Abstand der Brennpuncte vom Mitlelpancte bezeichnen. 

Wir wollen die Gleichung des Kreises, die wir eben entwickelt haben, genaoer dis- 
culiren. Um zwischen derselben nnd der Gleichung der gegebenen Curve x zu climiniren, 
ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, nachdem wir sie zuvor unter fol- 
gende Formen gebracht haben: 
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y*+x^T2Eco%'g— A'— B*co/g^^ = o. 
Auf diese Weise erhalten wir: 

und durch eine leichte Umformung: 

(y+-^cotgQ^ = o: 

die Gleichung zweier zusammenfallenden, der ersten Axe parallelen, geraden Linien. Im 
Allgemeinen berührt also der in Rede stehende Kreis die gegebene Curve in zweien Punc- 
tcn. Für den Fall der Hyperbel findet diefs immer Statt, für den Fall der Ellipse aber 
nur dann, wenn die durch die Gleichung: 

bestimmte gerade Linie die Curve wirklich schneidet, was nur dann gescbiebtj.wenn der 
Winkel § so angenommen wird, dafs 

Die beiden Berührungen fallen in einen einzigen Punct, in einen Scheitel der kleinen Axe 
zusammen, wenn die Ellipse von der geraden Linie (5) berührt wird, wenn nemlich: 

E^ = B^cotg^l. 
Diese Gleichung bildet den Uebergang zu dem dritten möglichen Fall, dafs 

E^<BVoi'^^I, 
wo Kreis und Ellipse keinen Punct mehr gemein haben, ihre Gleichungen aber, was nicht 
ZU übersehen ist, sich immer noch zu der Gleichung eines Systems zweier zusammenfal- 
lenden geraden Linien verbinden lassen. 

Es ist leicht, sich von diesen verschiedenen Resultaten a priori Rechenschaft zu ge- 
ben. Zuvörderst ist oifenbar, dafs kein Punct des Kreises innerhalb der Ellipse oder 
Hyperbel liegen kann. Wenn der Winkel g so angenommen wird, dafs er demjenigen 
Winkel gleich ist, welchen irgend eine Tangente mit einer, von einem der beiden Brenn- 
puncte nach dem Beruhrungs-Puncte gezogenen, geraden Linie bildet, so liegt dieser 
Berührungs -Punct notbwendig auf dem Umfange des in dem Vorstehenden bestimmten 
Kreises. Dieser Kreis berührt also die Curve in diesem Puncte und aufscrdem noch in 
einem andern Puncte, der in Beziehung auf die zweite Axe eine symmetrische Lage hat. 

Für den Fall der Hyperbel kann der Winkel, den eine Tangente mit der von einem 
Brcnnpuncte nach dem Berührungs- Puncte gezogenen geraden Linie bildet, jeder belie- 
bige seyn; denn rücksichtlich der Asymptoten ist er gleich Null zu setzen. Für den Fall 
der Ellipse gibt es ein mimmum dieses Winkels, dieses entspricht den Scheiteln der 
kleinem Axe; und hierdurch ist denn auch das minimum für den Winkel § bestimmt, 
wenn der in Rede stehende Kreis die Ellipse reell berühren soll. 

In der 27. Figur sind MN und ]M'IS' zwei parallele Tangenten einer gegebenen El- 
lipse, PM und PN zwei durch die beiden Brcnnpuncte, F und F, gehende gerade Li- 
nien, welche mit jeder jener beiden parallelen Tangenten ein gleichschenkliches Dreieck 
bilden: alsdann liegen, nach dem eben Bewiesenen, die vier Dnrchschnitts-Puncte 
M und N, M' und N' auf dem Umfange ein und desselben Kreises, der die gegebene El- 
lipse auCserhalb In zwei Pnncten berührt. Wir erhalten vier neue Puncte, welche auf 



y Google 



der Linien zweiter Ordnung. 219 

dem Umfange desselben Kreises Hegen, wenn wir Aie Richtung der hcidcn Tangenten 
beliebig andern, und wicdemm, wie vorhin, die Winkel-Punctc eiiies solchen Trapezes 
construiren , in welchem zwei gegeniih erliegen de Seiten zwei parallele Tangenten sind, die 
Leiden anderen durch die beiden Brennpuncte gehen und dessen Winkel den Winkeln 
des Trapezes MM'N'N gleich sind. Derjenige Winkel, welchen die beiden durch die 
beiden Brennpuncte gehenden, Seiten, nÜthigen Falls verlängert, mit einander bilden, ist 
für alle wie eben bestimmten Trapeze conslant, und zwar, der frühern Bezeichnung zu- 
folge, gleich (rt — 2|); hieraus folgt denn, dafs der Durchschnitt je zweier solcher Seiten 
auf dem Umfange ein und desselben, durch die beiden Brennpuncte gebenden, Kreises 
bleibt, und zwar in dem Bogen desjenigen Abschnittes, der jenen Winkel (,n — 2§) fafst. 
Im Falle der Figur bleibt also der Puncl P auf dem von F und F' begränzten und durch 
P gehenden Bogen. Wenn dieser Bogen die gegebene Ellipse schneidet, so sind die 
Durchschnitls-Puncte diejenigen Puncte, in welchen diese von dem, durch M, M', N und 
N' gehenden Kreis berührt wird. Wir können hiernach diese Beriihrungs-Pnncte T und 
T' leicht construiren, wenn der Winkel g gegeben ist. W'enn der Kreisbogen FPF die 
Ellipse im Scheitel ihrer zweiten Axe berührt, so fallen die beiden Puncto T und T' in 
einen einzigen zusammen, der Winkel (?i— 2§) ist alsdann der gröfste Winkel, den zwei 
von den beiden Brennpuncten nach irgend einem Puncte der Ellipse gezogene gerade Li- 
nien mit einander bilden können. Wenn der Bogen FPF' des durch die beiden Brenn- 
puncte gehenden Kreises der Ellipse nicht begegnet, so kann der durch die Gleichung (4) 
dargestellte Kreis dieselbe auch nicht mehr berühren; es ist aber leicht ersichtlich, dafs 
die Chordale der beiden eben bezeichneten Kreise auch dann noch zusammenfallt, mit 
dem Systeme der beiden schon unter sich zusammenfallenden geraden Linien, zu dessen 
Gleichung man durch Yerbindung der Gleichung (ij) und der Gleichung der Ellipse ge- 
langen kann. 

Aus dem Bisherigen ergeben sich nachstehende Resultate: 

Wenn man aus einem der beiden Brennpuncte einer Ellipse oder Hyperbel nach 
allen Tangenten derselben unier einem gegebenen JVinkel gerade Linien zieht, so liegen 
die FuJS'Puncte aller dieser geraden Linien auf dem Umfange eines Kreises, der im 
Allgemeinen die Curoe ziviefack berührt. 

Wir erhalten zwei solcher Kreise, denen das zwiefache Zeichen in der Gleichung {k) 
entspricht, wenn wir statt des gegebenen Winkels auch seinen Nebenwinkel nehmen. 

Wenn eine gegebene Ellipse oder Hyperbel von einem Kreise in zwei Fanden au- 
fserhalb berührt tvird (die beiden Berührungs-Puncte können insbesondere in einen ein- 
zigen Punct zusammenfallen); so ist jede Chorde des Kreises, die zugleich eine Tan- 
gente der Curoe ist, die Basis eines gleichschenklichen Dreiecks, dessen Schenkel durch 
die beiden Brennpuncte gehen , und dessen Winkel constant sind. 

Wenn man in einem solchen Dreieck MPN überdlefs noch von den beiden Brenn- 
puncten F und F' nach dem Berithrungs- Puncte der Basis, nach G, zwei gerade Linien 
zieht, so erhält man zwei ahnhche Dreiecke FMG und F'NG. 

Wenn man den Scheitel eines Winkels con constanter Größe auf dem Umfange 
eines gegebenen Kreises fortrücken läfst, so berührt, wenn ein Schenkel desselben durch 
einen festen Punct geht, der andere Schenkel in allen seinen Lagen ein und dieselbe 
Ellipse oder Hyperbel, deren ein Brennpunct mit dem festen Puncte zusammenfällt, 
und die, im Allgemeinen, den Kreis in ztvct. Punctcn berührt. 

38" 
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Die in Rccic steTienile Curve ist eine Ellipse o3er Hj^erLel, je nachdem der feste 
Punct innerhalb oder aiifserhalb des gegebenen Kreises liegt. Wenn (im Falle der El- 
lipse) der constante Winkel kleiner als derjenige Winkel ist, den der gröfstc Abschnitt, 
der auf dem gegebenen Kreise durch eine durch den festen Pimct gehende gerade Linie 
bestimmt werden kann, fafst: so kann die Corve den Kreis nicht mehr herühren. Wenn 
jener constante Winkel dem eben bezeichneten gleich ist, so fallen die beiden Berüh- 
rungs-Pnncte in einen einzigen Pnnct zusammen, .lede derjenigen beiden geraden Linien, 
die durch den angenommenen festen Punct so gezogen werden können, dafs auf dem ge- 
gebenen Kreise ein Abschnitt entsteht, der den constanten Winkel fafst, bestimmt einen 
derjenigen beiden Puncte, in welchen dieser Kreis von der Curve berührt wird. Die an- 
dern beiden Durciischnitte beziehen sich auch auf einen andern constanten Winke!, auf 
denjenigen nemlich, der den vorigen zu re ergänzt. 

343. Sey wiederum: 

A^y'iB^x^ = ±A=B^, 
die Gleichung einer Ellipse oder Hyperbel, alsdann ist (277): 

{A^--x'=)y^H-2x'y'xy4-(+B^— y'a)x^— 2A'y'y+2B^xx4-A'y'^iB=\'2 = o, 
die Gleichung des Systems zweier durch irgend einen Punct (y', x') gebenden Tangenten. 
Der Anblick der drei ersten Glieder dieser Gleichung gibt, bei der Yoraussetzung recht- 
winkliger Coordinaten: 

tangco-t-tangio' = — -- ^ - ^ ■ , fangcotangiä = ~. - ,"v -t 

indem wir diejenigen Winkel, welche die beiden Tangenten mit der ersten Axe bilden, ca 
und 10 nennen; und hiernach ergibt sich für den von den beiden Tangenten eingescldos- 
senen Winkel, den wir durch <j> bezeichnen wollen, folgende Bestimmung: 

iai = l^"°'^I^Ili^ = 3 ( A V''+B''x'^A''B^) '/» 

Diese Gleichung stellt, indem wir y' und s' als veränderliche Grüfsen nnd (p als gegeben 
betrachten, den Ort aller derjenigen Pnnete dar, von welchen aus die gegebene Ellipse 
oder Hj-perbel unter dem gegebenen Winkel gesehen wird. Indem wir die letzte Glei- 
chung rational machen, steigt dieselbe in Beziehung auf y' und x' bis zum vierten Grade 
und bezieht sich, weil alsdann iangf nur im Quadrate vorkommt, zugleich auf den gege- 
benen W^inkel und seinen Nebenwinkel. Indem wir 91 gleich Null oder gleich n nehmen, 
ist der in Rede stehende Ort die gegebene Curve selbst, aufserdem reducirt er sich nur 
dann auf den zweiten Grad, wenn (p = y^n, wir erhalten alsdann; 

y^+x* = A^+B^! 
die Gleichung eines Kreises, der sich für den Fall einer gleichseitigen Hyperbel auf einen 
Punct reducirt, und imaginär wird, wenn für den Fall einer Hyperbel B > A. Also: 

Der Ort aller Puncte, von denen aus eine Ellipse oder Hyperbel unter rechtein 
Winkel gesehen mrd, ist ein Kreis, 

Die Gleichung des vierten Grades, zu welcher der Ausdruck bei (l) für eine beliebige 
Annaiimc von 9) führt, läfst sich nur für den Fall, dafs die gegebene Curve ein Kreis 
ist , in zwei Factoren des zweiten Grades zerlegen. Alsdann kommt nemlich ; 

($.^-f-—-^)Hang^i$ = i(A'Cy'+x^— A^J, 
und nach einigen Umformunger 
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Hie Gleichung eines Systems zweier Kreise, die in einen einzigen zusammenfallen, wenn 

Wir wollen nun statt der Ellipse oder Hyperbel eine Paraltel betrachten, nnd bei der 
Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten ; 

y^ = 2px 

für deren Gleichung nehmen, wonach sich für die Gleichung des durch den PiUict (y',x') 
gehenden Tangenten -Systems folgende ergibt (277 (lo)): 
x'y^ — y'xy-H'/ipx'+elc- = 0, 
Bei einer ähnlichen Bezeichnung, wie eben, haben wir also: 

iangw-i-iangio = i; , tangwtangco = i^ ; 

j j . (y'^— aps')'/^ , , , . . x'+'Ap 
tongto—tangco « i£ x — '— , l'i~mngtüiangm = f^; 

und endlich: 

Wenn wir entwickeln, nnd zugleich, indem wir (x+'/jp) für x' schreiben, die Abscissen 
vom Brennpuncte der gegebenen Parabel an rechnen, so kommt: 

y' — iang^wx^ E il — = o. 

Diese Gleichung stellt, wenn wir y und x als veränderliche GrÖfsen betrachten, eine Hy- 
perbel dar, deren Axen - Verb Uli nifs fangtp und deren Asymptoten -Winkel mithin 2y ist. 
Setzen wir in der^ letzten Gleicbung y = o, so ergibt sich: 

, , 2ps , p* 
x=H — ,£__-}- -J__ = 0} 

die halbe Summe der "Wurzeln dieser Gleichung bezeichnet die Mittelpuncts-Ahscisse 

der Hyperbel und ist gleicb | — -.P^ J- die halbe Differenz der Wurzeln gibt die halbe 

Quer-Axe und ist gleich 2£^. Die halbe zweite Axg Ist gleich dem letzten Ausdrucke 
multiplicirt mit iangip, mithin gleich -H- ; die Entfernung der Brennpuncte vom Mitlel- 
puncte gleich -v-L- , woraus wir denn ersehen, dafs ein Bremipunct der Hyperbel mit 
dem Brennpuncte der gegebenen Parabel zusammenfallt. 

Einer der beiden Hyperbel -Zweige entspricht dem gegebenen Winkel if, der andere 
dem Winkel n— 9. Wenn ip = Vstt, so geht, was sogleich aus dem Anblick der Glei- 
chung CO erhellet, die in Rede stehende Hyperbel in eine gerade Linie, die Polare des 
Brennpunctes der Parabel, über. 
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Linien zweiter Ordnung, welche sich in denselben beiden Puncten schneiden, 

oder sich in demselben Puncte berühren. Einfache Osculation. Höhere 

Osculation. Z\\'iefache Berührung. 



Shh- Scyen: 

die Gleichungen irgend zweier Linien zweiter Ordnung. Sollen beide Linien durch einen 
festen Pnnct gehen, und nehmen wir diesen festen Punct zum Anfangs-Puncte, so ist: 

Hiemach nehmen die beiden Gleichungen (1) folgende Form an: 

y'+2«xy+^s'H-2yy+2<Jx = o, , 

y'+2«'xy+/S'x'-f-2/y-t-2J'x = O. 
Sollen die helden Linien zweiter Ordnung noch durch einen zweiten festen Punct gehen, 
und legen wir durch denselben die zweite Axe, so kommt: 

7 = r- 

Wenn wir die beiden Gleichungen (2) auf irgend eine beliebige Weise zu einer neuen 
Gleichung verbinden, so stellt diese Gleichung eine neue Linie dar, welche durch die 
Durchschnitte der beiden gegebenen geht; wenn wir blofs abziehen, so kommt, mit Be- 
riickslchtigung der letzten Bedingungs-Gleichung: 

2C«-a>y+C:3-;S')x=-l-2CiI-d')x = o: 
die Gleichung eines Systems zweier geraden Linien, welche einzeln durch folgende helden 
Gleichungen dargestellt werden : 



a(a-a)y-i-(ß-ß')x+2{ä~d') = 0. 



0) 



Die eine dieser beiden Gleichungen bezeichnet die zweite Axe, welche zwei Durchschnitte 
der beiden gegebenen Curven enthalt; die andere eine gerade Linie, welche die übrigen 
CrccUen oder imaginären) Durchschnitte enthalten mufs, und mithin eine gemeinschaft- 
liche (reelle oder ideale) Chorde der beiden Curven ist. Beiläufig sehen wir, dafs zwei 
Linien zweiter Ordnung sich nur in vier Puncten sehneiden können. 

Die Gleichung (.^) bleibt dieselbe, wenn wir annehmen, dafs die beiden gegebenen 
Curven die zweite Axe im Anfangs-Puncte berühren, d. h. wenn wir y und y gleich Null 
setzen, und also statt der Gleichungen (2) folgende nehmen: 

y'+2«xy+-/?xH-2d'x = o, , 

y'+2«'sy+;3'x^H-2i)'x = o. 
Wir wollen in den folgenden Nummern die Gleichung (3) discotiren. Diese Discus- 
sion ergibt sich auf die leichiesle Weise, und führt zn manchen Resultaten. 

345. Wenn wir durch Jede der Gleichungen (2) nach einander verschiedene, unter 
einander ähnliche Curven zweiter Ordnung darstellen , so ändert sich in diesen Gleichun- 
gen nur (T und ä'. In der Gleichung (3) bleiben also die Cocfficicnten von y und x im- 
mer dieselben, und nur das constante Glied (3—0") erhält verschiedene Wcrtbe. Die 
durch diese Gleichung dargestellte gemolnschafttiche Chorde bleibt also immer mit sich 
selbst parallel. Hienn ist folgender Salz enthalten: 
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Wenn man durch zivei feste Piincte zivei Reihen unter einander ähnlicher Curcen 
iegt, so sind die gemeinschaftlichen Chorden je zweier aus beiden Reihen genommenen 
Curcen unter einander parallel. Diese Chorden bleiben auch dann parallel, ivenn alle 
Carven sich in demselben Pancte berühren. 

Alle Kreise insbesondere, welche irgend eine gegebene Curve zweiter Ordnung in 
denselben beiden Punctcn scbnciden oder in demselben Puncte berühren, haben mit ^e- 
ser Curve eine parallele gemeinschaftiiche Chorde. 

Wir können ferner für eine der beiden durch die Gleichungen (2) dargestellten Linien 
zweiter Ordnung ein System zweier geraden Linien nehmen. Es bestimmen also in allen 
ähnlichen Curven, welche sich in denselben beiden Puncten schneiden oder in demselben 
Puncte berühren, zwei beliebige, durch die beiden Dnrchschnilte oder die Berührung ge- 
legten, geraden Linien parallele Chorden, Wenn die durch die beiden Durchschnitte ge- 
legten geraden Linien sich auf einer der ähnlichen Curven sehneiden, so ordnet sich eine 
Tangente in die Reihe der parallelen Choreen. "Wir erhalten lauter parallele Tangenten, 
wenn wir durch den gemeinschaftlichen Berührnngs - Punct nach beliebiger Richtung eine 
gerade Linie ziehen , die wir als ein System von zwei zusammenfallenden geraden Linien 
betrachlcn. 

Nach der 279. Nummer gehören mit ähnlichen Hyperbeln Systeme zweier den beiden Fig. 1 
Asymptoten parallelen geraden Linien und mit ähnlichen Parabeln Systeme irgend zweier 
Durchmesser derselben zusammen. \'S'"enn also eine Hyperbel oder Parabel in irgend 
zweien Puncten von einer beliebigen Linie zweiter Ordnung (namentlich von einem Sy- 
steme zweier geraden Linien) geschnitten wird; so bestimmen zwei durch diese beiden 
Puncte den Asymptoten der Hyperbel parallel gezogene gerade Linien, oder zwei Durch- 
messer der Parabel, auf den Leiden sich schneidenden Linien zweiter Ordnung zwei pa^ 
rallele Chorden. Hiernach können wie eine Parabel beschreiben, wenn drei Puncte der- 
selben und die Richtung ihrer Durchmesser gegeben sind. Seyen nemlich M, M' und M" 
die drei gegebenen Puncte, MA und M'B zwei Durchmesser. Alsdann ziehe man MM", 
welche dem Durckmesscr MB in B begegne , ziehe ferner nach heliebiger Richtung M'S, 
welche dem Durchmesser MA in A begegne, und endlich M"S parallel mit AB: so ist S 
ein Punct der gesuchten Parabel. Es ist leicht, diese Parabel durch eine stetige Bewe- 
gung des Punctes S zu beschreiben. Wenn MA und M'B nicht parallel sind, so erhal- 
ten wir, gerade nach derselben Construclion als eben, eine Hyperbel, die durch M, M' 
und M" geht, und deren Asymptoten mit jenen Linien MA und M'B parallel sind. 

Beschreibt man endlich irgend ein Parallelogramm, dessen zwei gegenüberstehende 
Winkel -Pnncte in dem Umfange irgend einer gegebenen Linie zweiter Ordnung liegen, 
so bestimmen die beiden Paare in den übrigen beiden Winkel-Puncten zusammenstofsen- 
der Seiten (die als zwei ähnliche Linien zweiter Ordnung anzusehen sind) auf der gege- 
benen Linie zweiter Ordnung zwei parallele Chorden. 

34G. Auf eine Weise, die sich von selbst darbietet und gar keine Rechnung erfor- 
dert, knüpft sich an die Gleichung (3) die Theorie der Osculation irgend zweier 
beliebigen Linien zweiter Ordnung. 

Wir legen den nächsten Entwicklungen die Gleichungen (4) za Grunde, welche zwei 
die Axe der y im Anfangs - Puncte berührende und sich im Aligemeinen noch in zwei 
Punctcn schneidende Linien zweiter Ordnung darstellen. Wenn wir irgend eine Bestim- 
mung übe* die, durch die beiden Durchschnitte dieser Curven gehende gemeinschaftliche 
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Chorde derselben machen, so setzen wir dadurch eine Beziehung zwischen den heidcn 
Curven, eine Bcdingungs- Gleichung zwischen den Constanten ihrer Gleichungen fest. 
Soll die gemeinschaftliche Chorde durch den Anfangs-Punct der Coordinaten, der zu- 
gleich der Beriihrangs-Pnnct ist, gehen, so heifst diefs,, dafs drei Durchschnitts -Punctc 
der hciden Curven in einen einzigen zusammenfallen, oder, mit anderen \Torten, dafs 
die beiden Curven sich einfach (dreij>unctig) osculiren, oder einen Contact der zweiten 
Ordnung haben. Damit aber die In Rede stehende gemeinschaftliche Chorde durch den 
Anfangs-Punct der Coordinaten gehe, mufs aus ihrer Gleichung: 

2{a~a)y-i-iß-ß')yi+2(6-ä-) = o, 
das constante Glied verscliwinden , was nur dann geschieht, wenn: 

ä = ä'. 
Diefs ist also die Beding ungder einfachen Oscnlation, 

Die Gleichung der gemeinschaftlichen Chorde wird bei dieser Voranssetzung folgende ; 
2(«-«')y+(,3-/5')x = 0. (ä) 

Da wir über die Richtung der ersten Ase durchaas keine Bestimmung gemacht haben, 
so können wie für dieselbe jene gemeinschaftliche Chorde nehmen, und also dieselbe 
durch den Osculalions-Punct und den Durchschnitts -Punct der beiden Curven logen. 
Damit aber die letzte Gleichung die Gleichung der ersten Axc werde und mithin folgende 
Form: 

y = o, 
annehme, mnfs folgende Gleichung Statt finden: 
ß = ß^. 
Indem man also die gemeinschaftliche Tangente im Oscnlations-Puncie als z^vciie 
Axe nimmt, und die erste Axe durch diesen Punct und den Durch schnitts-Punct der bei- 
den Curven legt, so hat man zwischen den Constanten ihrer Gleichungen: 
y^-f-2föxy-J-^s^-4-2iJx = 0, 
y^-+.9«'xy+(3'x'+2d'x = O, 
zugleich folgende beiden Bedingungs - Gleichungen : 

ß == ß', S = 6'. 
Für die in dieser Nummer bestimmte Art der Osculation findet jedesmal ein sich 
Durchschneiden der beiden Curven Statt, was sogleich daraus sich ergibt, dafs die durch 
(5) dargestellte gerade Linie, welche die Curven im Anfangs - Puncte schneidet, nothwen- 
dig jeder derselben noch in einem zweiten Puncte begegnet; und dieser Punct fällt mit 
dem Anfangs-Puncle so lange nicht zusammen, als jene gerade Linie nicht in eine Tan- 
gente tihergeht. {Wir sehen hierbei von dem speciellen Falle ab, dafs die beiden sich 
oscullrenden Curven Hyperbeln sind, die eine parallele Asymptote haben. Dieser Fall 
tritt dann ein, wenn j3 = (S' = o.) Daraus, dafs zwei sich osculirende Curven zweiter 
Ordnung aufscr dem Osculations - Puncte nur noch einen einzigen Durchschnitts -Punct 
gemein haben, folgt, dafs jede der Curven in diesen beiden Pnncten in solche zwei Theile 
getheilt wird, von welchen der eine aufserhalb, der andere innerhalb der andern Curve 
Hegt. 

347- Wenn die diu:ch die Gleichung: 

üia—a'iy-hfß—ß"}^ = O, 
dargestellte gerade Linie eine Tangente ist, so fällt der Durchschnitts - Punct mit dem 
Osculations -Punctc zusammen, es vereinigen sich also alle vier Durchschnitte in einen 
einzigen; es findet zwischen den beiden Curven der höchste Grad der Osculation Statt, 
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ein Contact der dritten Ordnung oder von vier Puncten. Damit aber die letzte Glei- 
chung eine Tangente darstelle, rnnfs sie mit der zweiten Axc zusammenfallen, und also 
folgende Form annehmen können; 

X = 0, 
und hierzu ist erfordcrlieh., dafs: 

Indem man also die gemeinschaflliche Tangente im Osculations-Pnnctc zweier sich 
vierpunctig oscnlircnden Curven zur zweiten Axe nimmt, während man der ersten Axe ir- 
gend eine hcliehige Püchtang gibt, so hat man zwischen den Constanten in den Gleichun- 
gen der beiden Curven; 

y=+2«Ky+^x'+2(rx = O, 
y'+aKsy'+i^x'+aiJ'x = 0, 
zugleich folgende beiden Bcdingungs- Gleichungen: 

Zu denselben hciden Bedingungs-Glcichungen kommen wir anch auf folgendem Wege. 
Wenn nemlich die gemeinschaftliche Chorde zweier sich berührenden Curven zweiter 
Ordnung der gemeinschaftlichen Tangente parallel seyn soll, so ergibt sich, hei der bisheri- 
gen Coordinatcn-Bestimmung, sogleich aus dem Anblick der Gleichung (3) folgende Bc- 
dingungs- Gleichung: 

Die eben angezogene Gleichung der Chorde vnrd alsdann; 

(^_^)x-+-2C(f— d') = o. 
Wenn diese Chorde (indem wir etwa eine Curve als gegeben, die andere als veränderlich 
betrachten) ihre Kichtung beibehaltend der Tangente so lange immer näher rückt, bis sie 
endlich ganz mit ibr zusammenfallt,- wo alsdann vier Durchschnitte sich in einen einzigen 
Punct vereinigen: so mufs aus der letzten Gleichung der Coefficient von x verschwinden, 
und wir erhalten also neben der obigen Bedingungs- Gleichung noch folgende: 

welche, für sich allein, eine dreipunctige Osculation anzeigt. 

31i8. Die Resultate der beiden letzten Nummern sind symmetrisch und einfach, und 
hiervon können wir schon mit Zuversicht abnehmen, dafs alle geometrischen Beziehungen 
zweier sich oscnlircnden Curven zu einander , sich auf eine leichte Weise aus der Com- 
hination der Gleichungen (4) werden herleiten lassen, indem wir die jedem Falle entspre- 
chenden Bedingungs -Glcichangen zwischen den Constanten dieser Gleichnngen berück- 
sichtigen. 

Einen Augenblick wollen wir noch hei den Betrachtungen verweilen, auf welchen die 
vorstehenden Entwicklungen beruhen. Jede Tangenten-Theorie und jede Theorie der 
Osculation gründet sich auf die Voraussetzung, dafs zwei und mehrere Durchschnitts- 
Pnncte in einen einzigen zusammenfallen , eine Voraussetzung , die man aof verschiedene 
Arten umschreiben, aber, nach meiner Meinung, nicht ganz umgehen oder mit einer an- 
dern Betrachlungs -Weise, welche eine deutlichere und allgemeinere Idee von der Sache 
gibt, vertauschen kann. 

Der erste Gedanke, der sich darbietet, um das Zusammenfallen zweier oder mehre- 
rer Durchschnitts -Puncte zweier beliebigen Curven in einen einzigen Punct analytisch 
auszudrücken, ist, zwischen den Gleichungen derselben eine der veränderlichen Gröfsen 
zu eiiminiren. Auf diese Weise erhält man eine Gleichung in der übrig bleibenden vcr- 
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ändcrliclien Gröfse, deren Worzeln die Ordinalen oder ALscissen der Durclisclinitts- 
Puncte sind. Wenn wir alsdann die Constanten in den Gleichungen der beiden Curvcn 
als unbestimmte Coefficienten betrachten, und bei dieser "Voraussetzung Bestimmungen 
über die Realität oder Iraaglnärität, Gleichheit oder Ungleichheit der Wnrzeln der durch 
Elimination resultircnden Gleichung machen, so unterwerfen wir dadurch die beiden Cur- 
ven gewissen Bedingungen, Wenn wir uns auf zwei Linien zweiter Ordnung beschrän- 
ken, so erhalten wir im Allgemeinen in Beziehung auf jede der veränderlichen Grufsen 
eine Gleichung vom vierten Grade, deren W^iirzeln die Coordinalen ihrer Durchschnitte 
bezeichnen. Soll zwischen den beiden Ciirven eine einfache Beriihriing Statt finden, so 
müssen die beiden eben bezeichneten Gleichungen zwei gleiche W^orzeln haben, soll eine 
zwiefache Berührung Statt finden, so mnfs es zwei Paare gleicher Wurzeln gehen. "Ver- 
langt man, dafs die beiden Curven sich dreipnnctig osculircn, so müssen drei Wurzeln 
einander gleich seyn, und da die vierte ^'Vurzcl allein nicht imaginär seyn kann, so müs- 
sen in diesem Falle die beiden Curven sich zn gleicher Zeit schneiden. Sollen endlich 
die beiden Cnrven zweiter Ordnung einen Conlract der höchsten Ordnung unter einander 
haben, so müssen alle Wurzeln einander gleich seyn, und ein sich Durchschneiden der 
Curven kann nicht mehr Statt finden. Der hierdurch angezeigte Gang der Discussion 
hat den Mangel , dafs eine der resnltirenden Gleichung , für sich allein , unbestimmt läfst, 
ob zwei gleiche Wurzeln einen Berührungs-Punct, oder zwei solche Puncte anzeigen, 
die auf einer der einen Coordinaten-Axe parallelen geraden Linie liegen. Bei den Ent- 
wicklungen in den vorigen INummern ist diefs nicht der Fall, und zugleich führen diesel- 
ben leichter zum Ziele. 

Die Theorie der Osculation ist also die geometrische Deutung eines analytischen 
Factums, nemlich der gleichen W^urzeln solcher Gleichungen, zu denen wir durch Elimi- 
nation einer veränderlichen Gröfse zwischen zweien Gleichungen mit zweien veränderli- 
chen Grofsen gelangen *). 



'') Die im Texfe in Boiielmng au£ zwei Linien «weiter Ordnung entwickelte Theorie der Oscu- 
lation besciiränkt sich niclit auf diesen Lesondern Fall. Um diefs durch Beispiele zu bele- 
gen , wollen wir in einer Note die Linien driller Ordnung mit einer geraden Linie und den 
Linien zweiter Ordnung zusammenilellen , und dann einige allgemeine Bemerkungen anknü- 
pfen. Die allgemeine Gleichung des dritten Grades sey: 

jM-Ay'K+Bjt'-HCs4-Dr^-t-Exj-i-Fx*-t-GH-Hi-f-I = o. 
Setzen wir in dieser Gleichung x = o, so erLallenwir folgende Gleichung; 

yä+Dy'^-J-Gy-f-I = o, 
lur Bestimmung der Durciisclmitte der zweiten Axc mit der Cnrve. Der AnWIct dieser Glei- 
chung zeigt, dafs I = o sej-n mnfs , wenn der Änfangs-Punct auf dem umfange der Curve 
angenommen wird, und dafs überdief* noch G = o seyn mufs, wenn die zweite Ase die 
Curve im Anfangs - Puncte berühren soll. Es kann aber auch in der Gleichung der Curve 
zugleich oocb D = o seyn: alsdann hat die zweite Axe mit der Curve einen dreipuuetigen 
Contact, den wir mit vollem Rechte Osculation neauen kSnnen. Es Ist aber im Allgemei- 
nen möglich, aus der Gleichung der Linien drifter Ordnung durch Verlegung des Anfangs- 
Ptincles und durch Veränderung der Richtung der zweiten Axe das constante Glied und die 
mit y «nd y* behafteten Glieder for lausch äffen. Hieraus erhellet, daCs zwischen einer gera- 
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349. Man mifst die Krümmunj; einer Ciirve in irgend einem ilirer Pnncte nach dem 
Radius desjenigen Kreises, von welcher dieselbe im gegebenen Puncle oscnürt wird, der 



den Linie und einer LmJe dritter Oriünung im Allgemeinen zwar nur eine cinfaclio Berüh- 
rang, liir gewisse l'uncte aber eine dreipunclige Oscalatton Statt finden kann. 

Wenn wir Irgend eine gegebene Linie dritter Ordnung auf irgend einen Punct ihres 
ümfanges, als Anfangs -Punct, und die Tangente in diesem Puncle, als zweite Axe, be- 
ziehen und durch denselben Panet eine Linie zweiter Ordnung, die ebenfalls von der zwei- 
ten Axe berührt wirii, legen, so erhalten wir für die beiden Curven Gleichungen von fol- 
genden Formen; 

;^-H2««;j+;3s^-l-2Ji = O, (i) 

Sübstitulren wir in die erste Gleichung — j(2«xy4-/Sxä-l-2^x5 fdr y* und — D(2«sj-f-/Si-+2t)i!) 
für Dj' , so erhalten wir die Gleichung einer neuen Linie dritter Ordnung, von welcher (2) 
in denselben Puncten geschnitten wird als von (1). Diese Gleiebung, der wir folgende Form 
geben können : 

x((A— 2«>*-l-CB— j9)xy-fGxM-CE— 2if— 2Dk)j4-(F~D^][+CH— 2DO) = o, 
stellt das System einer Linie zweiter Ordnung und der zweiten Aue dar. Es liegen 
also zweij in einen Berühruiigs - Punct susammen fall ende Durchschnitte der beiden Curven 
(X) und (2) auf dieser Axe , die eine gemeinschaftliche Tangente derselben ist, die übrigen 
Tier Durchschnitte liegen auf der durch folgende Gleichung dargestellten Linie zweiter Ord- 
nongi 

(A— 2a)j'H-CB-j5)xH-Cx=-4-(E— 2J— 2D«)y-»-(F~D,3)x+(H— 2Drf) = o. (s) 

Wenn sich also «lle beiden Curven (t) und (2) drei-, vier-, fünf- oder endlich secUs- 
punctig osculiren sollen, so mufs die Curve (3) durch den Anfangs -Punct der Coordinaten 
gehen, In üiesera Puncle mit der Curve (2) eine gemeinschaftliche Tangente haben, dieselbe 
dreipuQCtig oder endlich vierpunclig osculiren. Diefs führt uns zu folgenden Bedingungs- 
Gleichungen : 

H— 2Dtr = 0, (4) 

E— 2d-— 2D« = o, (5) 

F— J^/Ü = [k—?.a-ßS, (6) 

B—ß = CA— 2a)2«. (7) 

Die einfache Osculation der beiden Cur\en (1) und {2) wird durch die erste dieser Glei- 
chungen angezeigt Die oscuhrende Linie zweiter Ordnung kann auch ein Kreis sejn, und 
sonnt erhalten wir, bei der Annahme rechtn jnkhger Coordinaten, für den Krümmungs-Haib- 

messer, abgesehen vom Zeichen, folgenden Werth: -j-. In dem Falle der vierpunctigea 

Osculation mussen die beiden Gleichungen (4) und C5) zugleich bestehen; es gibt noch un- 
endlich viele oscuhrende Linien zweiter Ordnung, aber im Allgemeinen gehört In die Reihe 
derselben hein Krtia mehr. Diefs findet nur m demjenigen Falle Statt, dafs folgende ße- 
dingungs - Gleichung : 

n = DE, (B) 

zu der wir kommen, wenn wir t» = o setzen, und alsdann 25 zwischen den Gleichungen 
(4) und (5) eliminiren, zwischen den Constanten der Linie dritter Ordnung besteht. Ih 
dem Falle der fünfpnnctlgen Osculation mÜ.saen die Gleichungen (1) , (5) und (fi) zugleich 
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Radius dieses Kreises lieifst aus diesem Grunde der Kriimmungs- Halbmesser der Cnrve 
m dem gegebenen Pnncte. Die 3Z|5, Nummer gibt sogleich eine Construction des Oscu- 



Statt haben; wir erhalten alsdann für u, ß und S besümmie und einzige Werthes es glht 
nur eine einzige osculirende Linie zweiter Ordnung. Soll diese Linie ein Kreis sejn, so cr- 
Lalten wirj ähnlich wie eben, folgende IJedingungs- Gleichung! 

F— D = AE, (9) 

die zugleich mit (8) bestehen muCs, Der höchstmögliche Grad der Osculaiion ist ein sechs- 
punetiger, der aber nicht in jedem Piincte der gegebenen Linie dritter Ordnung Statt fin- 
den kann. Denn in diesem Falle müssen die Gleichungen (4)— fS) alle vier befriedigt 
werden, Avodtirch wir nach der Elimination von et, ß und tf zu folgender B cd in gungs- Glei- 
chung zwischen den Constaiiten der Gleichung [1) kommen: 

CD*— (F-f-AE)D'-f.C2An-{-E=)Ü'— 3EHD-f.2H^ = o. (10) 

Diese Gleichung reducirt sieb vermittelst der JJedingungs - Gleichungen (8) und (9) auf: 

B = 1, 
und diese Gleichung mut zugleich mit (8) und (9) befiledigt «erden, wenn die sech';pnnctig 
osculirende Curvo ein Kreis sejn soll, Die letzte Gleichung ergibt sich unmittelbar aus (1). 
Wenn eine Curve des dritten Grades durcb mehr als sechs , auf dem ümfdngc einer Linie 
zweiter Ordnung beliebig angenommene, Puncle, die namentlich auch in einen einzigen 
Punct zusammenfallen können, gehen soll, so mufs die Gleichung der letztem Curve als 
Factor der Gleichung der Linie dritter Oidnung erscheinen, und diese daher das System 
der Linie zweiter Ordnung und irgend einer geraden Linie seyn. 

Bei einiger Aufmerksamkeit können wir die vorstehenden Entwicklungen auch auf die 
Zusammenstellung beliebiger andern Curven ausdehnen. Es können überhaupt zwei Linien 
der m. und n. Ordnung einen Contact von mn. Puncfen haben, deren Zahl derjenigen der 
möglichen Durchschnitts -Pnncte der beiden Curven gleichkommt. Wenn wir die Curve des 
m. Grades als eine gegebene betrachten, so können wir aber nur durch so viele, beliebig 
auf derselben angenommenen Puncte, die auch zusammenfallen können, eine Linie der n. 

Ordnung legen, als diese Linien Gonstante halK»i|deren Zahl 2-|-3'4-. ,(n-+-l) = — ; ■■— ; ■ - 

betragt. Diese Zahl müssen wir, wenn m = n ist, damit die beiden Curven nicht zusam- 
menfallen, noch um Eins vermindern. Es kann aläo auch eine Curve vom m. Grade in 
einem gegebenen Puncte von einer Curve des n. Grades im Allgemeinen nur — —-—• 

punctig osculirt werden. Die osculirende Curve ist alsdann vollkommen bestimmt und ein- 
zig. Es kann eine Linie des n. Grades in einem gegebenen Puncte, im Allgemeinen, von 
einer andern (und zwar von unendlich vielen anderen) desselben Grades höchstens 

^ " i ''T^ , J — 1 j punctig osculirt werden, Ist in den beiden letzten Fällen die zu osculirende 

Curve eine gegebene, der Oseulatlons -Punct aber irgend ein beliebiger, so steigt der 
hÖcbstmÖgliche Grad der Osculatlon um Eins. Dafs dieser Grad für gewisse Curven des m. 
and n, Grades in gewissen Punct en derselben bis zum mn, steigen kann, ist daraus offenbar, 
dafs die diesen Fall anzeigenden mn. Bedingungs •Gleichungen im Allgemeinen befriedigt 
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lations -Kreises. Denn da die gemeinschaflliclien Cliorden einer gegebenen Linie zweiter 
Ordnung und aller Kreise, welche mit derselben in einem gegebenen Puncte eine gemein- 



werden können, da die Zahl der Constanten der Gleiclmngen der leiden Curven zusammen, 
nemlich 

Km+3J nCn+3) ^ ^„^(m-n)^+3(n.4-n) 
1.2 1.2 2 ' 

groFser ist als mn. 

Wenn eine Linie der n. Ordnung gegeben ist, so läfst sich durch Irgend f "'■" ,-■ j — 1 j 

Puncte derselben eine neue Linie derselben Ordnung legen. Diese Linie schneidet die ge- 
gebene in n' Puncte. Aber auch wenn diese n' Puncte bekannt sind, bleibt die Construc- 
tion der zireiten Curve eine unbesllmmte Aufgabe. Denn durch die n^ Durchschnitte irgend 
Äwcier Curven des n. Grades, deren Gleichungen wir durch A = o und A' = o darstellen 
wollen, lassen sich unendlich viele Curven desselben Grades legen, deren allgemeine Glei- 
chung (indem (i einen unbestimmten Coefficienten hedentet) folgende ist: A-f-^A' = o. 
Um die zweite Curve vollständig zu bestimmeß , gehört noch die Annahme irgend 

eines — — — '■ Punctes, der nicht auf der ersten Curve liegt Es folgt hieraus, dafs alle 

Curven des n. Grades, welche durch ( ". — ' — i j gegebene Puncte gehen, sich aufscr 

in diesen gegebenen Puncteu nocli in denselben 

1.2 1.2 

Punclen schneiden. Also wird auch eine gegebene Cun'e des n. Grades von allen Curven 

desselben Grades, von welchen sie In einem gegebenen Puncte l—^ ^— 1 J punctig oscu- 

lirl wird, in denselben ( ^-^l) Punctcn geschnitten. Diese Durclischnllts - Puncte 

können in besonderen Fällen alle oder zum Thell mit dem scul all ons - Puncte zusammen- 
fallen, alsdann kann die gegebene Curve in dem gegebenen Puncte von Curven desselben 
Grades nur In dem hierdurch bestimmten hohem Grade oscuHrt werden. Alle Curven des 
dritten Grades, um ein einzelnes Beispiel hervorzuheben, die eine gegebene Curve dessel- 
ben Grades in einem gegebenen Puncte achtpunctig oscuHren , schneiden dieselbe uberdiefs. 
noch in ein und demselben Puncte; in gewissen Puncten der gegebenen Curve kann die- 
selbe von einer andern neunpnnclig osculirt werden; alsdann gibt es in einem solchen 
Puncte keine acht-, sondern nur eine neunpunclige Osculation. Hierher gehört endlich auch 
der Fall zweier gleichseitigen Hyperbeln, die sich in vier Puncten schneiden, und deren 
Gleichungen eben so viele Constanle haben (295, 351). 

Es gibt überhaupt, indem wir n>m und nrnF "^""^^^ nehmen, unendlich viele Cur- 
'^ 1.2 

ven des n. Grades, welche durch Tü^ü^-ij beliebig auf dem Umfange einer gegebe- 
nen Linie des m. Grades angenommenen Puncte gehen, oder welche insbesondere die letzl- 
genannle Linie in einem beliebig angenommenen Puncte ( 2' . J — 1| punctig osculiren. 
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scliaftliche Tangente haben, in deren Zahl auch der verlangte Osculations- Kreis gehört, 
parallel sind, so brauchen wir nur irgend einen dieser Berillirungs-Kreise zu constrnircn, 
und parallel mit der gemeinschaftlichen Chorde der Cnrve und dieses Kreises, durch den 
gegebenen Pnnct eine gerade Unie zu ziehen. Der Oscnlations -Kreis geht alsdann durch 
den Durchschnitt dieser geraden Linie mit der Curvc, und ist mithin leicht zn constmiren. 

350. Bei derselben Axcn- Bestimmung als früher scy: 

yH2a\y-i-ß'x'-i-^ä'x = 0, {i) 

die Gleichung irgend einer Curvc zweiter Ordnung, die wir als gegeben betrachten; als- 
dann können wir die Gleichungen aller Curven derselben Ordnung, welche die gegebene 



Alle diese Linien der m, Ordnung schneiden die gegebene Linie der n. Ordnung überdiefs 
noch in dcnscl b en 

nm-"i=±2+i = »il"r:!=lVi 

1.2 2 

Puncten. Alle Curven des 9. Grades z. B. , wekhe durch 53 beliebig auf einer gegebenen 
Curve des 6., 1., oder endlich des 8. Grades gelit, schneiden die gegebene Curve auEser- 
dem noch in 1, 10 oder endlieli in 19 constanten Puncten. 

Wir wollen noch zum Schiasse dieser Note eine allgemeine Conslruction des Krüm- 
mungs- Halbmessers einer Curve irgend eines beliebigen Grades in einem gegebenen Puncle 
derselben entwickeln. Indem wir wiederum diesen Puncl zum Anfangs -Puncle und die 
Tangente in demselben zur zweiten Axe nehmen, sey die Gleichung der Curve: 

j» -f-aj'"-'x..-l-cx" -l-djn-'-l-ey'^-*K..H-gy^-l-hrx-t-ix^+ltx = o, 
Alsdann ist offenbar, bei der Annahme rechtwinkliger Coordinafen, der Kriimmungs- Halb- 
messer gleich k:2g. Es ist aber ferner, wenn wir die Abstände der Durchsehnitle der Tan- 
gente nnd der Normalen mit der Curve (den Anfangspunct nicht mitgerechnet) durch : 

n. J'a ■ - . . yn-a; Xi, x, . . . . »„-i; 
bezeichnen : 

k!C = S1.X2 . . . )!„_,; g = yi.yi . . . y„_5. 
Es ist endlich, wenn wir durch irgend einen beliebigen Punct der Kormalen eine gerade 
Linie der Tangente parallel ziehen, «nd die Abstäiide der Durchschnitte dieser Parallelen 
und der Normaten mit der Curve von jenem beliebigen Puncte durch: 

%' V2 ' • • ' V«' li . ?a • • . . In ; 

bcieicbnen; 

c == Vy ' V^ • • ' V" 
^1 .§. ■ .. §„' 
und mitbin der in Rede stehende Krummungs - Halbmesser : 

^^ * ?i . I, . . . S,. * Ji . y, . . . y„^ 
Wir können diesen Ausdruck leicht construiren, und somit, wenu irgend eine Curve gege- 
ben ist, in einem beliebigen Puncte derselben den Krümmungs-Halbmesser bestimmen. Nur 
dürfen wir hierbei nicht übersehen, dafs , um diese Conslruction graphisch auszuführen, alle 
Durchschnitte reell scyn müssen. Dieser Bestimmung können wir bei Linien dritter Ord- 
nung immer Genüge leisten, wenn wir, was nur eine leichte Modification In die vorstehende 
Entwicklung bringt, statt der Normalen eine gerade Linie nehmen, weiche mit der Tangente 
irgend einen beliebigen Winkel bildet. 
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im Anfangs - Puncte der Coordinatcn einfach oscullrcn, in folgende Gleichung zusammen- 
fassen : 

y'+a«sy+/3xH2iJ'x = O, (2) 

indem wir « und ß als unbestimmte Coefficlenten betrachten. Die letzte Gleichung kann 
hiernach eine Parabel, eine Ellipse mit jedem heliehigcn Axen-Yerhältnifs oder eine Hy- 
perbel mit jedem beliebigen Asymptoten-Wintcl darstellen. Bei der Voraussetzung 
rechtwinkliger Coordinaten ist die Gleichung des Osculations - Kreises folgende: 

y^+x'+aii'x = 0, 
und hiernach ist der Krummungs-Halbmesser gleich ä', und nach §.3 leicht zu construiren- 
Wenn wir die Coordinaten-Axen irgend einem beliebigen Systeme zweier zugeordne- 
ten Durchmesser der Curve parallel nehmen, nnd also an die Stelle der Gleichung U) 
folgende setzen: 

y^+^x'+2d''x = 0, 
so ist, indem wir den Coordinaten -VVinkel durch g bezeichnen, die Gleichung des Os- 
culations -Kreises folgende; 

y^+2xyff05'^+x''-!-2rf'x = o, 
Dieser Kreis schneidet auf der ersten Axe , d. h. auf demjenigen Durchmesser, der durch 
den Beriihrungs-Punct geht, ein Segment ( — 2ä'y ab, und dieses Segment ist, wenn wir 
die Griifse des eben bezeichneten Durchmessers aA und die GrÖfse seines zugeordneten 

aß nennen, gleich -j— (243), welchen Ausdruck man auch wohl den Parameter des 

erstgenannten Durchmessers nennt Hiernach ergibt sich die gewöhnliche Construction 
des Osculations - Kreises. 

Für den Fall der gleichseitigen Hyperbel ist die vom Osculations - Kreise an( dem 
durch den Osculations-Punct gehenden Durchmesser interceptirtc Chorde der Länge die- 
ses Durchmessers gleich. 

Der Kriimmungs- Halbmesser überhaupt ist gleich ■ ■ , . 

Auch bei der Parabel ist das vom Osculations - Kreise auf dem dnrch den Oscula- 
tions-Punct gehenden Durchmesser hestimmte Segment gleich dem Parameter dieses 
Durchmessers; der Kriimmungs-Halbmesser ist 

351. Wir wollen statt der Gleichung (a) der vorigen Nummer nun folgende nehmen ; 
y'+2axy+^'x^+2d"x = o, (3) 

welche hei einer schicklichen Annahme von « alle Linien zweiter Ordnung darstellt, die 
die gegebene im Anfangs -Puncte der Coordinaten osculiren und in einem constanten 
Puncto der ersten Axe sich schneiden. Diese Gleichung kann nicht mehr jede besondere 
Art von Linien zweiter Ordnung darstellen; sie bezeichnet z. B. hei der Voraussetzung 
rechtwinkliger Coordinaten nur gleichseitige l^perbeln, wenn die gegebene Curve eine 
gleichseitige Hyperbel, und also der Cocfficient ß' gleich ( — i) ist. Solcher Hyperbeln 
gibt CS unendlich viele, die sich alle in demselben Puncte osculiren und in demselben 
Puncte der ersten Axe, die senkrecht auf der Tangente im Osculations -Puncte steht, 
schneiden. Hieraus folgt, dafs alle gleichseitige Hyperbeln, welche sich in demselben 
Puncte osculiren , sich auch in demselben Puncte schneiden. 
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Indem wir ß' — a setzen, stellt die Gleicliting (3) nncndlicb viele sich in demselben 
Pnncte oscnllrende Hyperbeln dar, die eine Asymptote parallel, und keinen Pimct 
aufser dem Oscalations-Puncle mit einander gemein Laben. In die Reihe derselben ord- 
net sicli eine Parabel, deren Durchmesser den parallelen Asymptoten parallel sind. 

Soll die Gleichnng (3), bei einer beliebigen Coordinaten- Annahme, auch die Glei- 
chung eines Kreises in sich schllefsen, so mufs in der Gleichnng der gegebenen Curve 
ß' gleicfi Eins seyn, Diefs vorausgesetzt, brauchen wir alsdann, dm die Gleichung des 
Kreises seihst zu erhalten, nur den unbestimmten Cocfficienten a dem Cosinus des Coor- 
dinaten- Winkels gleich zu nehmen. Damit aber ß in der Gleichung der zu osculirenden 
Curve gleich Eins sey, müssen die Coordinaten -Ascn mit der Haupt-Axe der Ciirvc 
gleiche "Winkel bilden. Wenn man also in irgend einem gegebenen Puncte einer gege- 
benen Curve zweiter Ordnung eine Tangente (die Axe der y) legt, und durch denselben 
Punct eine gerade Linie Cdie Axe der x), welche die Axen der Curve unter denselben 
Winkein schneidet, als die Tangente es thut, so begegnet diese gerade Linie der Curve 
in einem Puncte, durch welchen zugleich auch derjenige Kreis geht, welcher die gegebene 
Curve im gegebenen Puncte osculirt. Hiernach können wir diesen Kreis auf die leichteste 
Weise construiren. 

352. Indem wir wieder von folgender Gleichung einer gegebenen Curve zweiter Ord- 
nung ausgehen: 

y=-l-3tt'xj-4-j?'x'+ad'x == 0, 
können wir alle diejenigen Curven, welche die gegebene im Anfangs -Puncte der Coor- 
dinaten vierpunclig osculiren, durch nachstehende Gleichung, in der ß allein unbestimmt 
bleibt, darstellen: 

y=-+«2a'xy-(-/?x^-+-2()'x = o. 
Diese Gleichung kann wiederum nicht alle besonderen Arten von Linien zweiter Ordnung 
darstellen, z. B, bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten keinen Kreis, als nur in 
dem besondcm Falle, wo in der Gleichung der gegebenen Curve das zweite mit xy be- 
haftete Glied ganz ausfällt. Diefs heilst, mit anderen Worten, dafs eine gegebene Linie 
zweiter Ordnung nur in den End-Puncten ihrer Axen (eine Hyperbel nur in den beiden 
Scheiteln der Quer-Axe, eine Parabel nur in dem Scheitel ihres Haupt-Durchmessers) 
mit einem Kreise einen Contact von vier Puncten haben kann. 

W^enn wir die Krümmung irgend einer Curve in einem ihrer Puncte noch genauer 
darstellen wollen, als vermittelst des Osculations- Kreises, so können wir diefs am fiig- 
lichsteii vermittelst einer Osculations -Parabel. Sey insbesondere; 

y'-l-i^s^-l-Srfs = o, 
die Gleichung einer Linie zweiter Ordnung, die auf einen ihrer Durchmesser und der 
Tangente in einem Scheitel desselben, als Coordinaten -Axen, bezogen ist: so ist: 

y'^-^^Ss. = 0, 
die Gleichung der Osculations -Parabel; die erste Axe ist ein Durchmesser dieser Parabel, 
und der Parameter desselben ist gleich : 

M = £»'. 
A 

353. Alle sich in demselben Puncte berührende Linien zweiter Ordnung können wir, 
indem wir die Coordinaten- Äsen wie bisher bestimmen, durch folgende Gleichung dar- 
stellen : 

y^+2«xy-t-j?x'-i-2tfx = o. 
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Hiernach erhalten wir für die Gleichungen zweier Durchmesser: 
y+ax = O, 
«j-f-,3K+<J = o. 
Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs die Mittelpnncle aller sich in demselben Poncie 
vierpnnctig oscalirenden Curven zweiter Ordnung auf einer geraden Linie liegen. Die 
Elimination von « zwischen den letzten beiden Gleichungen führt zu einer Gleichung des 
zweiten Grades in Beziehung aui y und x; es liegen also die Mitlelpunctc aller derjenigen 
Linien zweiter Ordnung, welche sich in denselben beiden Puncten dreipunctig osculiren 
und schneiden, auf einet neuen Linie zweiter Ordnung. Der Ort der Mittelponcle aller 
gleichseitigen Hyperbeln, die sich in demselben Pancte osculiren, ist ein Kreis. 

354. Herr Ponc elet gibt in den Aunalcn von Gergonne *), um den Vorzug der 
ihm eigen th ümlich en , rein geometrischen, Behandlungs- Weise vor der analytischen bei 
der Behandlung geometrischer Aufgaben zu zeigen, unter anderen Conslrnctionen die 
Conslruction folgender Aufgabe an; 

„Wenn eine Curve zweiter Ordnung und zwei Puncte, von welchen der eine auf dem 
jjUmfange der Curve sich befindet, der andere irgend ein beliebiger ist, gegeben sind: he- 
„liebig viele Puncte einer andern Linie zweiter Ordnung, welche durch die beiden gege- 
„benen Puncte geht, und in dem ersten derselben mit der gegebenen Curve einen Con- 
„lact der dritten Ordnung bat, za bestimmen, und zwar mit blofser Hülfe eines Lineals." 
Wir wollen nach unserer Verfahrungs -Weise eine Construction dieser Aufgabe su- 
chen; za diesem Ende sey wiederum wie früher: 

y'+2axy+j?x^+2(rK = o, (i) 

die Gleichung irgend einer Linie zweiter Ordnung. Die Gleichung eines Systems irgend 
zweier geraden Linien, die durch den Anfangs-Punct der Coordinaten, also durch denje- 
nigen Pnnct, in welchem die Curve von der zweiten Axe berührt wird, gehen, sey fol- 
gende : 

y^+(H-^x)xy+y.x'x^ = o. (a) 

Indem wir die beiden Gleichungen (1) und (2) von einander abziehen und die resultirendc 
Gleichnng durch x dividiren, ergibt sich: 

(2«— (>!-f.;('))j-4-C/3-)!K')x+2tV = o, (3) 

für die Gleichung derjenigen Chorde, die diejenigen Puncte verbindet, in welchen die 
beiden, durch den Berührungs - Punct gehenden, geraden Linien der Curve zum zweiten 
Male begegnen. Wenn wir einen der drei Coefficienten «, ß und y als eine hehebig zd 
bestimmende Gröfse betrachten, so stellt die Gleichung (l) unendlich viele, gewissen Be- 
dingungen unterworfene, Linien zweiter Ordnung dar, während die Gleichung (3) unend- 
lich viele gerade Linien darstellt, die ebenfalls gewisse Bedingungen erfüllen müssen. 
Betrachten wir erstens « und ß als unveränderlich, so bleibt die durch (3) dargestellte 
gerade Linie immer mit sich selbst paralleh Die Discussion dieses Falles ist in der 345, 
Nummer ein schlief slich enthalten. 

Betrachten wir zweitens « und S als constant, so haben alle durch (l) dargesielltü 
Cnrven unter einander eine vierpuncügo Osculation; die durch (3) dargestellten geraden 
Linien schneiden die Axe der y alle in demselben Puncte, dessen Ordinate isE: 

aJ 

^ ~ 2«— (»^x')° 



•) Gerg. Ann. VIII.] 
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Betraclitcn wir dritlens ß und ä als constant, so oscallren sich alle Curven «irei- 
jjunctig im Anfangs-Puncfe, üiid schneiden sich nberdiers in demselben Puncle der ersten 
Axe; alle gerade Linien (3) schneiden sich in demselben Pnncte der ersten Axe, dessen 
Abscisse ist: 

= ~jl 

Fig. '2^. 355. Der zweite Fall führt gerade zur Ponccielschen Construction der oben ange- 

führten Aufgabe, denn die geomelrische Deatung dieses [Resultates gibt folgenden Satz: 

yf^enn man durch den Osculations-Punct mehrerer , sich in demselben Puncte vier- 
punctig osculirendcn, Curven nach beliebiger Richtung zwei diesen Curven zum. zweiten 
Male begegnende, gerade Linien zieht, so schneiden sich die, durch die beiden zweiten 
Durchschnitte auf jeder -der Curven bestimmten, Chorden in demselben Puncte der ge- 
meinschaßlichen Tangente. 

In der 29. Figur ist O der Oscnlations-Pimct zweier solcher Curven, OM und ON 
sind zwei beliebige durch O gehende gerade Linien, MN und öl'N' die beiden Chorden, 
die sich in S, einem Pnncte der gemeinschaftlichen Tangente, schneiden. Wenn mithin 
eine der beiden sich osculirendcn Curven, OMN, ein Panct M' der andern und zugleich 
des Osculations-Punct O gegeben sind, so können wir sogleich auf einer beliebig durch 
O gezogenen geraden Linie ON einen neuen Punet !N' der zweiten Curve bestimmen. 

Wenn die beiden geraden Linien OM und ON in eine einzige zusacnmcnfallen, wo 
wir, dem entsprechend, in der Gleichnng (2) n = y! nehmen müssen, so gehen die durch 
(3) dargestellten Chorden in Tangenten über. Hiernach haben wir also auch folgenden 
Satz: 

Wenn man durch den Osculations-Punct mehrerer sich in demselben Puncte vier* 
punctig osculirenden Curven nach beliebiger Richtung eine diesen Curven zum, ztveiten 
Male begegnende gerade Linie zieht, so vereinigen sich die l'angenten in allen diesen 
zweiten Durchschnitten in ein und demselben Puncte der gemeinschq/ilichen Tangente. 

In der 29, Figur sey ON die beliebig durch O gelegte gerade Linie, NQ und N'Q 
sind alsdann zwei Tangenten, die sich in einem Puncte Q der gemclnschartlichen Tangente 
OQ schneiden. Wenn also in der eben behandelten Aufgabe statt des Puncles M' eine 
gerade Linie QM', von der die zweite gesuchte Curve berührt werden soll, gegeben ist, 
so können wir die so modificirte Aufgabe auf die frühere zurückführen, indem wir auf 
QN' den ßerührungs-Punct bestimmen. Man lege zu diesem Ende von Q aus, dem 
Durchschnitte von QN' und der Tangente in O, eine zweite Tangente an die gegebene 
Curve, von welcher diese in N berührt werde, und ziehe OIN; diese gerade Linie be- 
stimmt alsdann auf der gegebenen Tangente QN' den gesuchten Berührungs-Punct N'. 
Auch diese Aufgabe erfordert nur den Gebrauch eines Lineals, (331). 

Fig. 30, 356. Die geometrische Deutung des dritten Falles in der 354. Nummer gibt folgen- 

den Satz: 

Wenn mehrere Linien ztveiter Ordnung sich in denselben beiden Puncten dreipunc- 
iig osculiren und schneiden, und man durch den Osculations-Punct nach beliebiger 
Richtung zwei den Curven zum zweiten Male begegnende gerade Linien zieht, so schnei- 
den sich die durch die zweiten Durchschnitte atif jeder dieser Curven bestimmten Chor- 
den in demselben Puncte derjenigen geraden Linie, welche den gemeinschajilichen Os- 
culations- und Durchschnitts- Punct verbindet. 



y Google 



der Linien zweiter Ordnung. 235 

In der Constroction der 30. Fig^ur sind O und P der Oscnlalions- und Durchs chnius- 
Punct zweier in Hede stehenden Curven, OIN und OM' zwei nach beliebiger Richtung; 
dorch O gelegte gerade Linien, und MN und M'N' die beiden sieb in S, einem Puncle 
der geraden Linie OP, schneidenden Chorden. 

iSach dem letzten Satze können wir folgende Aufgabe construiren: 
„Wenn eine Curvc zweiter Ordnung, und drei Puncte, von welchen zwei anf dem 
„Umfange derselben sich belinden, und der dritte ein ganz beliebiger ist, gegeben sind; 
„beliebig viele Puncle einer neuen Curve derselben Ordnung 7.11 finden, welche die gege- 
„bene in einem der beiden ersten gegebenen Puncte di-clpunctlg osculirtj im andern schnei- 
„det, und endlich noch durch den dritten gegebenen Punct gehl." 

Sey nemlich OMPN die gegebene Carve, O der, erste, P der zweite und M' der 
dritte gegebene Punct. Man ziehe OM' und nach beliebiger Richtung ON, von welchen 
beiden geraden Linien die gegebene Curve in M und N getroffen werde, man ziehe fer- 
ner MN nnd OP, welche einander in S begegnen, und endlich M'S, die, genugsam ver- 
längert, die beliebig durch O gezogene gerade Linie ON in einem Puncte N' der zu be- 
stimmenden zweiten Curve schneidet. 

Wir können leicht die zweite Curve durch eine stete Bewegung beschreiben, indem 
wir den Pnnct N auf der gegebenen Curve fortrücken lassen, wodurch der Puncl S ver- 
schiedene Lagen auf OP annimmt. Eine ähnliche Bemerkung gilt für die entsprechende 
Consruction der vorigen Nummer. Wir können überhaupt diese Construction als einen 
besondem Fall der Iclzfgegebenen ansehen. Denn, wenn sich der Punct P immer mehr 
dem Puncte O nähert, und endlich mit demselben zusammenfällt, so geht die dreipunclige 
Osculation in eine vierpunctige, und die gerade Linie OP in eine Tangente im Oscola- 
tions- Puncte über. 

Wenn wir annehmen, daCs die beiden geraden Linien OM' und ON in eine einzige 
zusammenfallen, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn man durch den Osculatlons- Punct zweier oder mehrerer sich in denselben 
beiden Puncten osculirenden und schneidenden Curoen zffeiler Ordnung nach beliebiger 
Richtung eine gerade Linie zieht, welche die verschiedenen Cureen zum ztveiten Male 
schneidet^ so vereinigen sich die Tangenten in diesen zweiten Durchschnitten alle in ein 
und demselben Puncte der durch den Osculations- und Durchschnitts - Punct gehenden 
geraden Linie. 

In der 30. Figur vereinigen sich in Q die beiden Tangenten in N und N'. 
Hiernach künnen wir, ähnlich wie in der vorigen Nummer, die ohige Aufgabe nun 
auch dabin modificiren, dafs statt des dritten Punctcs eine gerade Linie gegeben ist, von 
welcher. die gesuchte Curve berührt werden soll. 

Wir können endlich, nach dem an die Spitze dieser Nummer gestellten Satze, ganz 
allgemein eine Linie zweiter Ordnung conslrniren , die eine gegebene in einem gegebenen. 
Puncte oscolirt nnd üherdlefs durch irgend zwei andere gegebene Puncte geht. Sey, in- 
dem wir uns wieder auf die 30. Figur beziehen, OMN die gegebene Curve, die in O os- 
culirt werden soll, und M' und N' zwei Puncte, durch welche die verlangte Curve gehen 
soll. Man ziehe OM' und ON', die der gegebenen Curve in M und N begegnen, und 
ziehe ferner M'N' und MN, die sich in S , einem Puncte von OP, schneiden. Hiernach 
erhalten wir den Punct P, und können alsdann, nach dem Frühem, so viele Puncle der 
verlangten Curve finden, als wir wollen. 
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357. Die beiden PunctCi welche ■wir in den Constructioncn der beiden vorigen Num- 
mern S genannt haben, sind, nach dem Vorstehentlen , constant für unendlich viele, ge- 
wissen Bedingungen unterworfene, Curven; sie sind es auch für unendlich viele Linien- 
Systeme, die wir nnn näher bestimmen wollen. Zu diesem Ende gehen wir zur 3. Glei- 
chong der 35^. Nummer zurück: 

(2a— (j<+x'))y+fj?— >:«')x+2J = o, (3) 

und betrachten in derselben «, ß und S als gegebene Coef&cienten, x und x aber als noch 
zu bestimmende Gröfson. Diese Gleichung bezeichnet gerade Linien, welche die Axe der 
y, d.h. die Tangente im Anfangs -Pimcle, in einem festen und unveränderlichen Puncte 
schneiden, wenn (x-t-x) constant ist. Um Systeme zweier geraden Linien, die diesen Be- 
dingungen entsprechen, zu construiren, ziehe man irgend eine gerade Linie der Tangente 
parallel, und bestimme auf dieser geraden Linie verschiedene Paare von Pnncten, die von 
einem festen , beliebig angenommenen, Pnncte derselben gleichweit abstehen, und verbinde 
endlich die Puncte jedes Paares mit dem Berührungs-Puncte. Auf diese Weise erhält 
man verschiedene Systeme zweier geraden Linien, die auf der Cnrve Chorden bestimmen, 
die alle in ein und demselben Puncte der Tangente sich vereinigen. 

Wenn die verschiedenen durch die Gleichung (3) dargestellten geraden Linien sich in 
demselben Puncte der ersten Axe, die eine beliebig zn bestimmende Richtung hat, schnei- 
den sollen, so mufs xx constant seyn. W^cnn wir nns auf den Fall rechtwinkliger Coor- 
dinaten beschranken, und überdlefs: 

«k'+i = o, 
setzen, so haben wir folgenden bekannten Satz *): 

Wenn man einen rechten Winkel, dessen Scheitel in irgendeinem Puncte einer lÄ' 
nie zweiter Ordnung angenommen wird, um diesen Scheitel sich drehen lafst, so gehen 
die durch die Schenkel des Winkels in allen seinen verschiedenen Lagen auf der Curve 
bestimmten Chorden durch einen festen Punct, der auf der im beliebig angenommenen 
Puncte errichteten Normalen sich befindet. 

Hiernach kann man, wenn irgend eine Linie zweifer Ordnung gegeben Ist, in einem 
beliebigen Pmictc derselben, mit blofser Hülfe eines rechten Winkels, die Normale con- 
Strniren. 

W^enn, bei den vorhin gemachten Voraussetzungen, iiberdiefs noch ß = — l, und 
also die Cnrve eine gleichseitige Hyperbel ist, so sind alle durch (3) dargestellton Chor- 
den unter einander und mit der Normalen parallel. Wir verwcilea nicht bei der Aassage 
^eses Satzes, der schon in der S95. Kummer enthalten ist. 

358. Wir wollen in dieser Nummer diejenigen Beziehungen aufsuchen, welche zwi- 
schen den Constanten der Gleichungen zweier Linien zweiter Ordnung Statt Enden müs- 
sen , damit diese sich in zweien Puncten berühren. Zu diesem Ende nehmen wir wieder 
zwei Gleichungen von folgenden Formen : 

y'-f-2«xy-t-;?x'+2iJx = 0, . . 

y*+2tt'xy+j3'x^-l-2!S'x = o, 



*) 77iAyr0mes noupeaus sur les lignes et surfaces du second ordre. Par M. Fregier. Gerg. 
Ann. VI. p. 229. Man vergleiche ferner, wegen der Verallgemeinerung des Satzes: Gerg. 
Ann. VI. p. 321 nnd VII. p. 85. 
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indem wir die beiden Curven anf eine gemeinscliaftliche Tangente, als zweite, nnd eine 
beliebige, durch den Beriilirnngs - Panct gezogene, gerade Linie, als erste Axe, beziehen. 
Zwischen diesen beiden Gleichungen wollen wir die mit der ersten Potenz von x behafte- 
ten Glieder eliminirenj wir brauchen zu diesem Ende nur die beiden Gleichungen von 
einander abzuziehen, nachdem wir die erste mit ä\ die zweite mit d multiplicirt haben. 
Auf diese Weise kommen wir zu folgender Gleichung: 

die ein System zweier geraden Linien darstellt, die durch den Anfangs-Punct der Coor- 
dinaten gehen, und alle Dnrchschnitte der beiden Curven enthalten. In dem Falle, dafs 
die Curven aufser dem Berübrungs-Puncte keinen Punct mehr mit einander gemein ha- 
ben, stellt die letzte Gleichung nicht mehr zwei gerade Linien, sondern nnr den BerSh- 
runga-Punct dar. "Wir können indem Falle, dafs die beiden Curven sich schneiden, die 
letzte Gleichung noch vereinfachen, indem wir die erste Axe, deren Bichtung wir bisher 
ganz unbestimmt gelassen haben, nun dnrch einen der beiden Darchschnitte legen. Als- 
dann mufs die Gleichung (2) sich auf ihre beiden ersten Glieder reduciren und mithin in 
folgende übergehen: 

(3'-S}y'-^2iaS'~-aS)xy = O, (3) 

und endlich, wenn die beiden Durchschnitte der beiden Linien zweiter Ordnung in einen 
einzigen zusammenfallen sollen, in folgende: 

y^ = 0. 

Hiemach erhalten wir, damit die beiden durch (l) dargestellten Curven sich zwie- 
fach berühren, indem wir als zweite Axe die Tangente in einem der Berührungs-Puncle 
nehmen, nnd die erste Axe durch die beiden Berührungs-Puncte legen, folgende beiden 
Bedingnngs- Gleichungen zwischen den Constanten: 

ßä'—ß'S = o, aä^—a'd = o, (4) 

nnd diese bringen folgende dritte mit sich ; 

<,ßr~aß = 0. 

Dieselbe Bedingnngen sind auch in folgendem Ansdrncke enthalten : 

±^ ^ ^ i rsi 

^= ^ = j. CS) 

359. Sey nnn; 

y!'+2asy+^'+2(Jx = o, («) 

die Gleichung einer der in der vorigen Nummer betrachteten, sich berührenden, Cnrven; 
die beiden Berührungs - Pnncte liegen auf der ersten Axe, der eine im Anfangs - Pnncte, 

die Abscisse des andern ist l—-ä)' ^'^ ^^ Gleichungen zweier, durch die ßerUhrungs- 

Pnncte nach beliebiger Kicbtung gezogenen, geraden Linien können wir hiernach folgende 
nehmen 1 

x-f*y = 0, 



wo X nnd k Gröfsen sind, die von der Bichtung dieser Linien abhängen, und die wir 
ganz unbestimmt lassen. Das System der beiden geraden Linien können wir hiernach 
durch folgende Gleichung darstellen : 

j9xx'y'+i3(K+J(')3iy-t-jSsH2fxy+2Jx as O, (7) 
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Ziehen wir diese Gleicliung von der Gleichung der Curve ab, and dividiren alsdann alle 
Glieder der resullirenden Gleichung durch y, so kommt: 

{l—ßxH')y+(2a~ßix-\->c))x~2äx = o. (b) 

Diese Gleichung stellt diejenige Chorde dar, welche durch die Leiden Puncte geht, in 
welchen die beiden durch die Beiiihrnngs- Puncte gezogenen geraden Linien der Curvc 
znm zweiten Male begegnen. Diese Chorde schneidet die erste Axe, d. b. diejenige ge- 
rade Linie, welche durch die beiden Berührungs -Puncte geht, in einem Puncte, dessen 
Abscisse ist: 

Aus den Gleichungen (4) der vorigen Nummer gebt aber hervor, dafs, wenn wir durch 
die Gleichung (6) (indem wir a, ß und d als unbestimmte Coefficienten betrachten) alle 
möglichen Curven, welche sich in denselben beiden Puncten der ersten Ase berühren, 

darstellen: - und - constante Wertbe haben, und mithin auch für alle diese Curven der 

durch die Gleichung (9) bezeichnete Punct ein fester und unveränderlicher ist. Wir ha- 
ben mithin folgenden Satz bewiesen: 

Wenn Zfcei oder mehrere Linien zweiter Ordnung sich in denselben beiden Punc- 
ten berühren, und man durch die beiden Berührungs -Puncte nach beliebiger Richtung 
zwei gerade Linien zieht , die den verschiedenen Curven zum zweiten Male begegnen, 
so bestimmen diese zweiten Durchschnitte auf jeder derselben eine Chorde, die durch 
einen festen Punct der die Berührungen verbindenden geraden Linie geht. 

Nach diesem Satze können wir mit blofser Hülfe eines Lineals folgentlc, den frühem 
analoge, Aufgabe construiren: 

„Wenn eine Linie zweiter Ordnung und auf dem Umfange derselben irgend zwei 
„Puncte gegeben sind, beliebig viele Puncte einer andern Linie derselben Ordnung zu 
„finden, welche die gegebene in den beiden gegebenen Puncten berührt, und überdiefs 
„noch durch einen dritten gegebenen Punct geht." 

Wenn statt des zweiten Berührungs -Punctes irgend ein zweiter beliebiger Punct ge- 
geben ist, so können wir unmittelbar jenen finden, und somit die allgemeinere Anlgabe 
auf- die vorstehende zurückführen. 

Wenn Alles wie im letzten Salze bleibt, und die beiden durch die Berübrungs-Punctc 
gezogenen geraden Linien in einem Puncte einer der Curven sich schneiden, so ordnet 
sich die Tangente in diesem Puncte in die Reihe der eben bezeichneten Chorden. 

Man sieht sogleich ein, dafs in dem Satze der gegenwärtigen Nummer, als besonde- 
rer Fall, der Satz der 355. Nummer enthalten ist. Wir können nemllcb den Osculations- 
Punct als einen aolchen Punct ansehen. In welchem die beiden Berührungs-Puncte zu- 
sammenfallen; die Chorde, welche die letztgenannten Puncte verbindet, geht alsdann in 
eine Tangente über. 

FI2 31 ^^* ^^ gehören hierher noch zwei einzelne Sätze, von welchen wir den einen un- 

mittelbar in der Gleichung (8) lesen können. Die durch diese Gleichung dargestellte ge- 
rade Linie schneidet nemlich die zweite Axe in einem -Puncte, dessen Ordinate unabhän- 
gig von « ist. Dieser Durchschnitt bleibt mitbin ein constanter Punct für alle Curven, 
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welche die Gleichung (6) darstellt, indcin wir ß nnd 3 als ein für alle Mal gegeben, a 
aber als durchaus heliehig betrachten; für alle Curven also, welche die zweite Axe im 
Anfangs - Piiacte osculiren, und sich in demselben Puncte der ersten Axe schneiden. Die 
Abscisse dieses Durchschnittes ist | — — \ und mithin stellt die Gleichung (7) zwei nach 

beliebiger Puchtung durch den Osculations -Punct and jenen Diircbschnitts-Punct gezo- 
gene gerade Linien dar. Also : 

W^enn man durch den Osculations- und den Durchschnitts- Punct zweier sich drei- 
punctig osculirenden Linien zweiter Ordnung nach beliebiger BSchtung zwei gerade Li- 
nien zieht, so pereinigen sich die durch diese Linien auf den beiden Curcen bestimmten 
Chorden in einem Puncte der gemeinschaßlichen Tangenie im Osculations- Puncte. 

Dieser Satz liefert eine zweite Construction einer Linie zweiter Ordnung, welche eine 
gegebene OMN in einem gegebenen Puncte O osculirt, und iiberdiefs durch irgend zwei 
gegebene Puncte M' und N' gebt. Man ziehe nemhch M'N' , die der Tangente in O im 
Puncte S begegnet, ferner M'O (oder N'O), welche die gegebene Curve in M (oder IN) 
schneidet, ziehe SM (oder SN), welche derselben in m (oder n) zum zweiten Male be- 
gegnet, und endlich N'm (oder M'n), die denjenigen Punct P bestimmt, in welchem die 
gegebene Curve von der gesuchten geschnitten wird. Sobald dieser Punct bestimmt ist, 
können wir den Durchschnitt jeder durch O oder P gehenden geraden Linie mit der ver- 
langten Curve leicht bestimmen. 

301. Den zweiten Satz erhalten wir ebenfalls ohne alle Mühe. Wir nehmen 

y'=+2«xy4-(5x'-l-2tfx = o, .-. 

y'+3a'xy-f-^'x^-f-2ct'x = o, 
für die Gleichungen zweier sich im Anfangs -Puncte bertibrenden Curven, und ziehen 
nach einander von Jeder dieser beiden Gleichungen die Gleichung eines Systems zweier 
durch den Berührungs- Punct gebenden geraden Linien: 
y'4-(,(+x')xy-t-xx'x^ = o, 
ab. Alsdann ergibt sich, wenn wir zugleich alle Glieder der resultirenden Gleichung 
durch X dividiren, ähnlich wie in der 354. Nummer; 

(2a— Cx-l-«'))y-(-0?— xx'jx+Str = O, , 

(2a'— ()(+;('))y-f.(|3'— K)t')s+2iJ' = O, 
und wenn wir diese beiden Gleichungen wiederum von einander abziehen, kommt: 

2(«— o')y+C/'-jS')x-|-2(J-— <»') = o. (J> 

Die beiden durch (2) dargestellten Chorden schneiden sich also auf einer geraden Linie 
(3), welche dieselbe bleibt, wie wir auch die Riehtung der beiden, durch den BerUhrungs- 
Punct gezogenen, geraden Linien bestimmen mögen, und die keine andere ist, als die 
gemeinschaftllcbe Chorde der beiden Linien zweiter Ordnung. Denn, wir kommen eben- 
falls zu der Gleichung (3), indem wir die Gleichungen (l) von einander abziehen, und 
alle Glieder der resultirenden Gleichung durch s dividiren. Also : 

Wenn man durch den Berührungs ' Punct zweier sich eirfach herührenäen Linien 
zweiter Ordnung zwei gerade Linien zieht, so bestimmen diese Linien auf den beiden 
Curven zwei Chorden, die sich auf der gemeinschaftlichen Chorde der Curven schneiden. 
Der in diesem Satze bezeichnete Durchschnitt ist ein constantcr auch für alle andere 
Curven, welche mit den beiden gegebenen denselben Berührungs - Punct nnd dieselben 
beiden Durchschnitts -Puncte haben. Wenn wir den durch den Berührungs -Piinct ge- 
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hendcn geraden Linien Terändertc Richtungen gehen, so hleiljt jener Dnrchschnitt immer 
aof einer geraden Linie, jener gemeinschaftlichen Chorde. Diese Chordo wird eine ge- 
meinschafUiche Tangente, wenn die beiden Curven sich zum zweiten Male berühren. 
DieCs können wir leicht geradezu zeigen. Führen wir ncmlich die erste Axe durch die 
beiden Berührnngs -Puncte , so ist nach der letzten Ecdingangs-Gleichung der 358. Num- 
mer die Gleichung (3) identisch mit folgenden beiden: 

2«y+/3x-f-2J = o, 

2ay+ß'x+2y = o, 
in welchen wir ohne Mühe die gemeinschaftliche Tangente der beiden gegebenen Curven 
im Pnncte ( o , ■ J wiederkennen. 

Man bemerkt sogleich, dafs aus dem Satze der vorigen Nomnier sowol als dieser sich 
wiedernm. derjenige Satz, auf welchem die Constraction der Poncele tschen Anfgabe 
beruht, unmittelbar ergibt; überhaupt ist unverkennbar, dafs alle bisher erhaltenen 
Resßltate specielle Fälle eines einzigen allgemeinen Satzes sind. Die folgende Nummer 
wird zeigen, wie wir zu diesem Satze auf eine eben so leichte Weise gelangen, als zu 
jedem speciellen Falle desselben. 

862. Seyen: 

y'+2a'xy+/3'x*+2/y+arf'x+f' = o, . . 

y'-!-2«xy+/3x^+23'y+2<fx+e = O, 
die Gleichungen zweier sich in denselben beiden Puncten der zweiten Axe schneidenden 
Linien zweiter Ordnung. Alsdann erhalten wir nach der ersten Nummer dieses Para- 
graphen : 

a(«'_«)y+(j3'-;3)x+2(J'-Ä) = o _ {.) 

füir die Gleichung derjenigen Chorde, welche durch die beiden übrigen (reellen oder ima- 
ginären) Durchschnitte der beiden Curven geht. Betrachten wir nun die erste Curve als 
ein für alle Mal gegeben, die zweite Curve aber einzig der Bedingung anlerworfen, dafs 
sie der ersten in denselben beiden Puncten der zweiten Axe begegnet, d. h. nehmen wir 
«> ß'i 7 > ^ ^"^ *' *^s constant, ferner y = /, ? =s s' und also nur noch «, ß und d' als 
unbestimmte CoefficientCn: so schneiden sich alle durch (2) dargestellte Chorden in dem- 
selben Puncte der ersten Axe , über die bisher keine nähere Bestimmung getroffen wor- 
den ist, wenn in der zweiten der Gleichungen CO anch noch ß und ä constant sind. Da- 
mit aber die Bedingung erfüllt werde, dafs ß, y (= y'), S und f (=0 constant seyen, 
müssen alle durch die eben angeführte Gleichung dargestellte Curven sich in denselben 
vier Puncten schneiden, und überdicfs mufs die erste Axe durch diejenigen beiden Durch- 
schnitte gehen, welche nicht schon auf der aweiten Axe liegen. Hiermit ist folgender 
Satz bewiesen; 

JVenn beliebig viele Linien zfveiter Ordnung, die sich in denselben vier Puncten 
schneiden, gegeben sind, und man legt durch ztcei dieser Durchschnitte eine, übrigens 
ganz beliebige, Linie derselben Ordnung, welche aujser der einen, allen Curven ge- 
meinschaßlichen, Chorde mit jeder der gegebenen insbesondere noch eine zweite gemein- 
schaftliche Chorde hat: so gehen alle diese zweiten gemeinschaftlichen Chorden durch 
ein und denselben Punct , welcher zugleich auf der gemeinschaftlichen Chorde aller 
gegebenen Curven liegt. 

Wenn wir bei drei Carven stehenbleiben, so haben wir also folgenden Satz: 



y Google 



(Ter Linien zweiter Ordnuug. 241 

Wenn Irgend drei Linien ziveiler Ordnung sich in denselben beiden Ptincten schnei- 
den, so vereinigen sich die, durch die übrigen Durchschnilie je zweier derselben be- 
stimmten, drei gemeinschafllichen Chorden in ein und demselben Puncte. 

Dieser Satz Ist einer der an Folgcrnngen reichsten in der Theorie der Linien zweiter 
Ordnaiig. Wir begnügen- ons hier damit, Llofs die Aussage desselben zu geben; In dem 
letzten Paragraphen dieses Abschnittes werden wir auf denselben zuiückkommen , und bei 
der Discussion desselben länger verweilen. 



Verbindung der Gleiclunigen /^weier gegebenen Linien zweiter Ordnung zh 

der Gleichung einer Linie derselben Ordnung. Chordal- System. 

Chordal-Punct. 



363. Seyen : 

y^4-a«xy+|5x^4-2}y4-9^x+« = 0, 
y^4-2«'xy+^'x^+9/y+2J'x+e' = O, 
die Gleichungen zweier gegebenen, auf irgend ein beliebiges Coordinaten- System bezoge- 
nen, Curven zweiter Ordnung. "Wenn vor eine dieser Gleichungen, etwa die zweite, mit 
einem unbestimmten Coefiicienten // mnltipliciren, und alsdann zur andern addircn, so er- 
halten wir die allgemeine Gleichung aller derjenigen Curven derselben Ordnung, welche 
durch die (reellen oder imaginären) Durchschnitte der beiden, gegebenen Curven gehen. 
Diese Gleichung nimmt, wenn wir die Cocfficienten von y^ auf Eins bringen, folgende 
Form an; 

l+/t i + fi 1+ft -^ 1+^t 1+ft 

Wenn diese Gleichung ein System zweier geraden Linien oder einen Panct darstellen 
soll, so haben wir (2345 folgende Bedingungs-Gleichung: 

(*-4-^f') = 0, 
die, wenn wir entwickeln nnd nach den Potenzen von ^ ordnen, in folgende übergeht s 
(<J'=— 2a'<ry4-;3'/2HKa'^-|?>>3+(^M-2<i"^— 2ß/rf'— 2«V^— 2ttyj+f?J''^-H2;3)7'+[«''— (J')f 
■4-2««e'— (/?+^>>(^+(rfM-2rfiJ'~a«V'^--'2«y''^— 2«y^'-H^V'+2|3;7'+(«^— ^)*'-(-;j«M'i (3) 
-0-{-ßyy+{5^-Q:a3y-i.'ßf+(,a'-ß)i) = o. 
Diese Gleichung gibt wenigstens einen reellen Wertb für n; sie reducirt sich nur dann 
auf den zweiten Grad, oder mit anderen Worten, eine ihrer Wurzeln wird Null oder 
unendlich, wenn eine der nachstehenden Gleichungen Statt findet: 
&"^—^u^y-^ßy"^+{a'^-ß')i = 0, 
d«-a«(VjH-iSy'-f-(«^— |S)i = o, 
d. h. wenn eine der gegebenen Linien zweiter Ordnung selbst schon ein Linien - Systüiü 
oder ein Punct ist. 

Nach der in der 824. Nummer angewendeten Schlnfs - Weise ist a priori ersichtlich, 
dafs anter den durch die allgemeine Gleichung (2) dargestellten Linien zweiter Ordnung 
sich immer ein System zweier reellen geraden Linien befindet, und hiernach ergehen sicl).. 
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nach der 286. und 287. Nnmmcr , unniif telbar die nachstehenden Folgerungen. Wenn die 
Gleichung (3) nur einen einzigen reellen Werth für fi gibt, so haben die beiden Curven 
(Xi nur zwei reelle Durchschnitts-Puncte, und ihre Gluichungen lassen sich nur zu der 
Gleichung eines einzigen Linien - Systems und nicht zu der Gleichung eines Punctes oder 
einer imaginUren Curve verbinden. Wenn die Gleichung (3) drei reelle Wurzeln hat, so 
sind die Durchschnitts-Puncte der beiden gegebenen Cnrven alle vier reell oder alle vier 
imaginär; im ersten Falle sind in der allgemeinen Gleichung die Gleichungen dreier Li- 
nien-Systeme, im zweiten Falle die Gleichimgen eines Linien-Systems und zweier Pancle 
enthalten. W^enn die Gleichung (3) zwei gleiche Wurzeln hat, so müssen zwei der vier 
Durchschnitts-Puncte der beiden gegebenen Curven zusammenfallen und mithin diese 
Cnrven sich berühren; wenn diese Gleichung drei gleiche Wurzeln hat, so müssen die 
Leiden gegebenen Curven sich drelpunctig osculircn. Wenn ein resullirendes System aus 
zwei Parallellinien bestehen soll, so mufs eine Wurzel der Gleichung (3) folgenden Aus- 
druck annulliren: 

geschieht dicfs von zweien gleichen Wurzeln dieser Gleichung, so berühren sich die bei- 
den gegebenen Cnrven zweimal. Diese doppelte Berührung kann aber auch, wenn wie 
uns diesen Ausdruck erlauben dürfen, imaginär werden; was dann Slalt findet, wenn die 
Elimination von y und x zwischen den beiden gegebenen Ghicbiingen (1) zu solchen Glei- 
chungen in X und y führt, die zwei Paar gleicher imaginären Wurzeln haben. Man Über- 
zeugt sich leicht, dafs in diesem Falle in der allgemeinen Gleichung (2) die Gleichungen 
zweier identischen Systeme von zwei zusammenfallenden Parallellinien und eines Ptuictes, 
und zwar des Poles derjenigen geraden Linie, in welche jene Parallellinien zusammenfal- 
len, enthalten sind. Der Uebergang von der wirklichen zur imaginären doppelten Be- 
rührung bezeichnet die vierpunctige Osculation; die Gleichungen zweier sich vierpunctig 
osculirenden Curven zweiter Ordnung lassen sich zu den Gleichungen dreier identischen 
Systeme von zwei in die Tangente im Osculations-Puncte zusammenfallenden Parallel- 
linien verbinden. 

Wir nennen jedes derjenigen Systeme von zwei geraden Linien, za dessen Gleichung 
wir durch Ycrhindung der Gleichungen zweier Curven zweiter Ordnung gelangen können, 
ein Chordal-Systcm der beiden Curven, und diejenigen beiden Puncte, welche 
an die Stelle zweier dieser Chordal- Systeme treten können, Chordal-Puncte. 

36^. Indem wir für /t eine W^urzel der Gleichung (3) nehmen, erhält die Gleichung 
(2) folgende Form: 

y»+CH-§>y-H§s'+(?-f-r))-l-fi^-J-B'9x+cr « o, 

und wir haben alsdann : 
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Die Elimination von 5, % , '(, und 'C zwischen diesen fünf Glcicliungen führt wiederum zur 
Gleichung (3) zurück. 

In des nächsten beiden Nammern wollen wir Lcispielsweise zeigen, wie wir aus die- 
sen Gleichungen, ähnlich, wie es im 8. Paragraphen geschehen ist, geometrische Resnl- 
täte herleiten können. 

36S. ^Vir wollen zu diesem Ende di« dritte der letzten fünf Gleichungen hetrachlen, 
ncnilich folgende: 



o r^f-v 



■■i+X- 



Aus dieser Gleichung verschwindet ,«, wenn wir y = y setzen, und wir erhalten alsdann; 
ay = 2/ = ?-i-C. U) 

Wir kommen auf dieselbe Welse noch zu einem allgemeinern Resultate, wenn wir 
für (t irgend einen beliebigen Werth nehmen , so daCs die Gleichung (2) irgend eine der- 
jenigen Curven, welche durch die vier Durchschnitte der beiden gegebenen (l) gehen, dar- 
stellt. Indem wir diese Gleichung folgendermafsen schreiben: 

y^-|-2«"xy -^ ß"x^+2y"y+2d^'s+e" = o, 
ergibt sich: 

und mitbin, wenn wir, wie vorhin, y = y' setzen: 
Y = y = y". 
Wenn wir bei der Deutung dieses Resultates nur auf denjenigen Fall Rücksicht nehmen, 
dafs die zweite Axe den Curven wirklich begegne, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn eine gerade Linie zwei gegebene Linien zweiter Ordnung so schneidet, da/s 
die Milien der auf ihr interceptlrten Chorden beider Curcen zusammenfallen , und also 
zifischen den beiden Curcen gleiche Segmente der geraden Linie liegen, so liegen auch 
gleiche Segmente derselben zwischen Je zivei anderen Curi>en, welche durch die (reellen 
oder imaginären) Durchscimitie der beiden gegebenen Cureen gehen. 

Die Construction der 32. Figur bezieht sich auf den besonderen Fall der Gleichung Yhs, 33. 
{L\) , wo die rcsullirende Curve ein System von zwei geraden Linien ist, NN' nemlich ist 
eine gerade Linie, die, den beiden Curven in M, JM' und N, N' so begegnet, dafs 
MN = M'N!. Diese ^^iden CurvcTi schneiden einander in den vier Puncten Ä, B, U 
und Dj verbinden wir diese Puncte, paarweise genommen, fwas auf dreifache Weise ge- 
schehen kann,) durch zwei gerade Linien, AB nnd CD, die der geraden Linie NN' in 
den Puncten S und S' begegnen, so ist MS = M'S'. 

Wir gehen hier in kein ausrührliches Detail ein, wie wir es in der 298. Nummer in 
Beziehung auf denjenigen Fall getban haben, wo eine der gegebenen Linien zweiter Ord- 
nung ein System zweier geraden Linien ist, und bemerken nur noch, dafs wir auch drei 
Linien - Systeme zusammenstellen können. 

366. Als zweites Beispiel wollen wir die beiden Gleichnngens Fig. 33. 
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in Verhindang mit einander, nÜlier tetrachten. Wenn wir j-, t, y , i und ^ als gegeben 
ansehen, so sind diese beiden Gleichungen zur Bestimmung von |W nnd 'Q 
hinreichend. X, bezeichnet die Ordinale des Durducbnittes S einer Chordalen CF der 
beiden gegebenen Curven CEK und ABE mit der zweiten Axe; C die Ordinate des 
Durchschnittes S' der zugehörigen Chordalen DE mit derselben Axe. Wir wollen nun 
die eine der gegebenen Curvcn, etwa die erste CEK, als ein für alle Mal gegeben be- 
trachten, neben der zweiten ABE aber irgend eine dritte ABK bestimmen, welche die 
zweite Axe, über die dnrchaas keine nähere Bestimmung getroffen ist, in denselben bei- 
den Crecllcn oder imaginären) Puncten A und ß schneidet, als die zweite Cnrve, nnd 
welche überdiefs mit der ersten Cnrve eine Cbordale GH hat, die durch den Punct (?, o) 
oder S geht. Alsdann haben wir dieselben Wertbe für % f, y, t und ? und mitbin auch 
für t,'i gleiclivlcl, oh wir die erste Cnrve mit der zweiten oder dritten zusammenstellen. 
Es schneiden sich also- auch die mit CF und GH zusammengehörigen Chordalen DE und 
LK in demselben Puncte S' der zweiten Axe AB, die eine Cbordale der zweiten und drit- 
ten Curve ist. 

Wir können die dritte Curve ABK construiren, indem wir durch irgend einen Punct 
S, der auf einer Chordalen CF der beiden ersten Cnrven CEK nnd ABE liegt, nach be- 
liebiger Richtung zwei gerade Linien SH und SB ziehen, von welchen die eine der ersten 
Cnrve in G und H, die andere der zweiten Cnrve in A und B begegne, und alsdann ir- 
gend eine Linie zweiter Ordnung durch die vier Puncte G, H, A und B legen. 

Um der Aussage des eben bewiesenen Satzes die beqnemste nnd allgemeinste Form 
za gehen, wollen wir die drei gegebenen Curven als irgend drei gegebene betrachten, die 
blofs der Bedingung unterworfen sind, dafs drei Chordalen dreier Cbordal-Systeme je 
zweier derselben, z. B. GH, CF und AB, durch denselben Punct S gehen. Alsdann ver- 
einigen sich in S' ebenfalls drei Chordalen, und da die Beziehung der drei Curven zu ein- 
ander durchaus dieselbe ist, so schneiden sich auch hoch in zweien anderen Puncten S" 
und S"' drei Chordalen. Also t 

Wenn drei Chordalen je zweier dreier Linien zfpeiter Ordnung sich in demselben 
Puncte schneiden, so bilden diese drei Chordalen und die drei zugehörigen ein Viereck 
mit seinen beiden Diagonalen, so daß also in jedem Wihhel-Puncte dieses Vierecks 
drei Chordalen sich vereinigen. 

Wenn die drei erstgenannten Chordalen unter einander parallel sind, so liegt ein 
W^inkel-Punct des Yierecks unendlich weit. Wenn unter den drei in Rede stehenden 
Linien zweiter Ordnung sich zwei einander ähnliche befinden, so liegt eine der sechs 
Chordalen, und also liegen auch zwei VYinkel -Puncte des obigen Yierecks, unendlich 
weit, oder, mit anderen Worten, die beiden Chordal- Systeme der beiden ähnlichen Cur- 
ven, zusammengestellt mit der beliebigen dritten, bilden cm Parallelogramm, dessen eine 
Diagonale die Cbordale der beiden ähnlichen Curven ist. Wenn durch den Durchschnitt 
der drei sich in demselben Puncte schneidenden Chordalen noch eine vierte Cbordale 
geht, so fallen die vier Winkel -Puncte des obigen Vierecks in einen einzigen Punct zo- 
sammen, so dafs also in diesem Falle alle süchs Chordalen darch denselben Punct gehen. 

W^enn man die letzten Bemerkungen berücksichtigt, nnd liberdiefs erwägt, dafs die 
drei zusammengestellten Linien zweiter Ordnung, paarweise genommen, in mannigfacher 
Beziehung zu einander stehen, z, ß. sich einfach und zwiefach berühren, sich drei- und 
vierpunctig osculiren können, nnd dafs man ferner auch zwei Curven mit einem Systeme 
zweier geraden Linien, eine Curve mit zweien Systemen nnd endlich drei Systeme znaam- 



y Google 



der Linien zweiter Ordnung. 245 

mensteUen kann, so ist offenbar, wie eine lange Reihe von einzelnen Sätzen und Con- 
structionen unmittelbar aus dem allgemeinen Salze sieb ergibt. In den folgenden Num- 
mern wollen wir beispielsweise bei einem besondern Falle länger verweilen. 

367. Wir wollen nemlicb zwei Linien zweiter Ordnung betracbten, zwischen denen Fig. 3i|. 
eine zwiefache Berührung Statt findet, Vi'cnn man ans irgend einem Puncte Q derjeni- 
gen geraden Linie, welche durch die beiden Berührungs -Puncte M und M' geht, und in 
welche zwei Cbordalen der beiden Curven zusammenfallen, zwei gerade Linien QH und 
QF zieht, von welchen die erste der einen Curve in G und H, die zweite der andern 
Curve in E und F begegnet, so schneidet jede dritte Linie zweiter Ordnung, welche 
durch die vier Puncte G, H, E und F geht, jede der beiden gegebenen noch in solchen 
zwei Puncten, die mit dem Pnncte Q in gerader Linie liegen. In der bezüglichen Figur, 
wo für die dritte Linie zweiter Ordnung ein System zweier geraden Linien PA und PB 
genommen ist, sind A und B, C und D diese mit Q in gerader Linie liegenden Durch- 
schnitts -Puncte. 

AVenn wir ferner die eine Curve, für welche wir die aufsere nehmen wollen, als nr- 
sprilnglich gegeben und die beiden Puncte E und F als zwei feste und unveränderliche 
Puncte betracbten, so können wir zwei gerade Linien PA und PB conslruiren, welche 
durch E und F gehen und der gegebenen Curve in den vier Puncten A, B, G und H so 
begegnen, dafs zwei durch diese vier Pnncte gezogene gerade Linien sich auf EF schnei- 
den. Wir brauchen zu diesem Ende nur den Pol der durch E und F gelegten geraden 
Linie in Beziehung auf die gegebene Ciirve zu construiren, und diesen Pol, den Pünct P, 
mit den beiden Puncten E nnd F durch zwei gerade Linien za verbinden; alsdann erhal- 
ten wir die vier Durchschnitte A, B, G nnd H, und sowohl AB und GH, als auch AH 
raid BG schneiden sich auf EF (306), erstere Linien im Puncte Q, letztere in Q'. Da 
die eben constrnirte Aufgabe also eine durchaus bestimmte ist, nnd wir zwei Durchschnitts- 
Puncte Q und Q' erhalten; von der andern Seite aber durch E und F unendlich viele 
Curven gehen, welche die gegebene zweimal berühren, so haben wir folgenden Satz be- 
wiesen , auf den wir auch später noch zurückkommen werden : 

Wenn irgend eine Linie zweiter Ordnung und zivei Puncte gegeben sind, und belie- 
big viele andere Linien derselben Ordnung die gegebene zweimal berühren ^ und über- 
diefs durch die beiden gegebenen Puncte gehen, so gehen alle Berührungs- Chorden 
durch einen von zwei festen Puncten derjenigen geraden Linie , welche die beiden gege- 
benen Puncte verbindet. 

368. Wir können, nach der vorigen Nummer, wenn zwei Linien zweiter Ordnung 
eich zweimal berühren, einen Pnnct der Bcrührungs-Chorde finden, in der Voraussetzung, 
daife nur eine dieser Curven gegeben ist und von der andern zwei Puncte E und F be- 
kannt sind. Die letztgenannte Cnrve ist alsdann vollständig bestimmt, wenn wir noch die 
Bedingung hinzufügen, dafs die beiden Berührungs -Puncto in einen einzigen zusammen- 
fallen, oder, mit anderen Worten, die beiden Curven sich vierpunctig osculiren sollen. 
Alsdann Hegen nemlich die beiden Puncte Q und Q', deren Construction eben angezeigt 
worden ist, auf der Tangente im Osculations -Puncte. Den Osculations- Pnnct finden 
wir also, indem wir von Q oder Q' eine Tangente an die gegebene Curve legen, und rait- 
ilin (355) können wir folgende Aufgabe construiren; 

Eine Linie zweiter Ordnung zu beschreiben, die eine gegebene vierpunctig osculirt, 
und überdieß durch zwei gegebene Puncte geht 
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Wenn einer der beiden gcgcLenen PnncLe E und F innerhalb, der andere aufserbalb 
der gegebenen Cnrve liegt, so ist offenbar, dafs eine der beiden geraden Linien, PE nnd 
PF, der Curve nicht begegnet, und mithin die Aufgabe unmöglich wird. Wenn in 
dem Falle, daCs die Tuncte E und F beide innerhalb oder beide aiilserhalb liegen, die 
durch diese beiden Pnncte gehende gerade Linie EF der Curve begegnet, so liegt der Pol 
P derselben aufserhalb der Curve, und mithin (P, Q und Q' sind drei zugeordnete Poncte) 
fällt einer der beiden Constructions-Puncte Q und Q' aufserhalb, der andere innerhalb. 
Liegen die Puncte E und F beide innerhalb, so erhalten wir unmittelbar die beiden Pnncte 
Q und Q' , und von einem derselben können wir zwei Tangenten an die gegebene Curve 
legen; liegen E und F beide aufserbalb, so begegnet keine der beiden durch P, den Pol 
von EF, gezogenen geraden Linien der Curve, nichts desto weniger bleiben die beiden 
Puncte Q nnd Q' reell (diese Poncte sind diejenigen, zu deren Gleichnngen sich die Glei- 
chungen des Systems der beiden geraden Linien PE und PF und der gegebenen Curve 
verbinden lassen (384)), und von einem derselben lassen sich zwei Tangenten an die ge- 
gebene Curve legen; in diesen Fällen gestattet also obige Aufgabe zwei Auflösungen. 
Wenn endlich die durch E und F gehende gerade Linie der gegebenen Curve nicht be- 
gegnet, so liegt der Pol derselben innerhalb, mitbin sind die vier Durchschnitts -Puncte 
A, B, G nnd H alle vier reell, und die Puncte Q nnd Q' liegen beide aufserhalb, so dafs 
wir von jedem derselben zwei Tangenten an die gegebene Curve legen können: es gibt 
also in diesem Falle vier verschiedene Curven, welche den Forderungen der Aufgabe 
Genüge leisten. 

369- Wir können femer nach der 367- Nummer auch folgende Aufgabe construiren; 

Eine Linie zweiter Ordnung zu beschreiben, welche eine gegebene Linie derselben 
Ordnung zweimal berührt, und überdiefs durch drei gegebene Puncte geht. 

Scyen D, E und F die drei gegebenen Puncte, durch welche eine Linie zweiter Ord- 
nung gelegt werden soll, die die gegebene ABHG zweimal berührt. Wir können, indem 
wir zwei der drei gegebenen Puncte, E und F, nehmen, wie bisber die beiden Construc- 
tions-Puncte Q und Q' finden; eben so können wir für eine andere Zusammenstellung 
zweier der drei gegebenen Puncte, etwa für D und E, zwei den Puncten Q und Q' ent- 
sprechende Puncte, die wir, ohne die Construction auszuführen, hier II und R' nennen 
wollen, bestimmen. Wenn wir alsdann die beiden Puncte Q und Q' mit den beiden 
Puncten R und R' durch vier gerade Linien QR, QR', Q'R und Q'R' verbinden, so er- 
halten wir die Berührnngs - Chorden derjenigen vier Curven, welche den Forderungen der 
Aufgabe Genüge leisten. Wenn die gegebene Curve von einer der ielzthezeichneten ge- 
raden Linie, etwa von QR, geschnitten wird, so wird dieselbe von der bezüglichen Con- 
struction s- Curve wirklich in zwei Puncten berührt; wenn sie von jener geraden Linie QR 
berührt wird, so findet eine vierpunctige Osculation statt, und cndhch, wenn sie von QR 
gar nicht getroffen wird, wird die doppelte Berührung, während die verlangte Curve selbst 
reell bleibt, imaginär. Fassen wir diese Fälle alle drei unter dem Namen der doppelten 
Berührung zusammen, so sind die Auflösungen der Aufgabe immer reell, falls nur die 
drei gegebenen Puncte alle drei innerhalb oder alle drei aufserhalb liegen. 'Wenn einer 
dieser Puncte auf der Curve selbst liegt, gibt es zwei Auflösungen; wenn zwei Puncto auf 
derselben liegen, uur eine einzige Auflösung. In nähere Determinationen gehen wir hier 
nicht ein. 
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Da wir anf dreifache Weise die drei gegebenen Pnncte D, E und F paarweise zn- 
sammcnslellen können, so erhalten wir neben Q, Q', R und R' nocK iwei entsprechende 
Puncto. Von diesen sechs Piincten können wir viermal drei nehmen, welche in gerader 
Linie liegen, 

3TO. Wenn die beiden gegebenen Puncto, die wir E und F genannt haben, anfscr- 
balb der gegebenen Cin've liegen, so können wir unmittelbar Linien-Systeme constrairen, 
die in die Reihe derjenigen Linien zweiter Ordnang gehören, welche durch die beiden 
gegebenen Puncto gehen und die gegebene Curve zweimal berühren; wir brauchen nemlich 
zu diesem Ende nur irgend zwei Tangenten durch die beiden gegebenen Puncte zu legen. 
Wir erhalten hiernach vier solcher Linien -Systeme und vier Bcrlihrungs -Chorden, die 
sich, paarweise genommen, in den beiden festen Puncten Q und Q' der durch E und F 
glühenden geraden Linie schneiden. Hiernach erhalten wir eine neue Construction dieser 
Puncte, 

Die in der 367, Nummer angezeigte Construction der Puncte Q nnd Q' wird in dem 
Falle, dafs die gegebene Curvo ein System zweier geraden Linien ist, illusorisch. Die 
eben angezeigte Construction wird es in diesem Falle auch; doch können wir hier durch 
eine leichte Modification diesem Mangel abhelfen. Zu dieser Modification führt nns die 
Bemerkung, dafs die Consiructions - Puncte Q und Q' dieselben bleiben, wenn wir statt 
der gegebenen Curve irgend eine andere nehmen, welche durch diejenigen beiden Puncte 
c und f geht, in welchen die gegebene Curve von der durch E und F gehenden geraden 
Linie geschnitten wird. Diefs ist eine Folge davon , dafs die Lage von Q und Q' einzig 
von der Lage der vier Puncte E, F, e und f und nicht von der Natur der gegebenen 
Gnrve abhängt. Da nemlich PQ' die Polare von Q sowohl in Beziehung anf die gege- 
bene Curve ABHG ist, als auch in Beziehung auf CDFE, und jede andere, welche durch 
E und F geht, nnd die gegebene Curve zweimal berührt, so sind (309) die Puncte Q nnd 
Q' dadurch vollkommen bestimmt, dafs die durch die gegebenen Puncte gehende gerade 
l^nie sowohl in Q, Q', E und F, als auch in Q, Q', e und f harmonisch geschnitten 
wird, wonach die directe Bestimmung derselben in der Construction einer (juadratischen 
Gleichung besteht, Dafs aber PQ' die Polare von Q in Beziehung auf beide Curvcn 
ABHG und CDFE ist, ergibt sich daraus, dafs AH und BG, CF und ED sich in zwei 
Pnncten Q' und «j schneiden, die mit P, dem Durchschmtte von AG undBH, in gerader 
Linie liegen (6Z(), 

371. Eine Linie ztpeiier Ordnung zu beschreiben , die zwei gegebene gerade Linien Fig. 35, 36, 
berührt und überdiefs durch drei gegebene Puncte geht. 

Die beiden geraden Linien, die wir als eine Linie zweiter Ordnung, die zweimal bc- 
irtihrt werden soll, betrachten, seyen AB und AC, zwei der drei gegebenen Puncto E und 
F, und wir wollen erstens annehmen, dafs diese Puncto wie in der 35. Figur aofsorhalb 
des von AB und AC gebildeten Winkels liegen. Diefs vorausgesetzt, ziehe man EF, wo- 
von die beiden gegebenen geraden Linien in c und f geschnitten werden, und lege durch 
e und f irgend einen Kreis. An diesen Kreis construlre man zwei Tangenten von jedem 
der beiden gegebenen Puncte ans, welche denselben in U und V, W^ und T berühren, 
Verbindet man diese vier Berührungs - Puncte durch die vier geraden Linien TU, WV, 
UW nnd VT, so schneiden sich die beiden ersten dieser geraden Linien in Q, die Lei- 
den letjstcn in Q'. 
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Wenn wir statt der bciÜeti Ptiiicte E nnd F einen derselben und den dritten gegebe- 
nen Panct nehmen und für diese Puncte die eben angezeigte Construciion \yiederholen, 
so erhalten wir zwei neue den Puncten Q und Q' entsprechende Piincte, die wir R und 
R' nennen wollen. Jede der vier durch Q und R, Q und R', Q' und R nnd durch Q' 
und R' gezogenen geraden Linien bestimmt auf den beiden gegebenen zwei solche Puncte, 
in welchen eine der vier, den Forderungen der Aufgabe genügenden, Curven diese Linien 
berührt. 

Wenn zweitens die beiden Purrcle E und F, wie in der 36, Figur, innerhalb des 
Winkels BAC liegen, so brauchen wir nur in der Construciion des eben behandelten 
Falles die Puncte E nnd F mit den Puncten e und f zn vertauschen; d. h. einen Kreis 
durch E und F zu legen, und an denselben durch e und f Tangenten zu ziehen. Das 
Uebrige der Construction bleibt gerade wie vorhin. Wir können zur Erleichterung der- 
selben den durch E und F gelegten Kreis so bestimmen, dafs er zugleich durch den drit- 
ten gegebenen Punct geht. 

In den beiden Constructlonen der 35. und 35. Figur ergibt sich unmittelbar nach be- 
kannten Sätzen (310), dafs Q, Q', E und F sowohl als Q, Q', c und f harmonische 
Theilungs - Puncte sind. 

Fif. 35.36. ®72" -^'"^ Lime zweiter Ordnung zu beschreiben^ die drei gegebene gerade Linien 

berührt, und uberdiefi durch zwei gegebene Puncte geht. 

Seyen E und F wiederum die beiden gegebenen Puncte und AB und AC zwei der 
drei gegebenen geraden Linien, die wir, mit einander verbunden, als eine Linie zweiter 
Ordnung betrachten. Alsdann bestimmen sich, wie in der vorigen Nummer, die beiden 
ConstruCtions-Puncle Q und Q'. Indem wir nach einander die dritte gegebene gerade 
Linie mit AB und AC zusammenstellen, erhalten wir auf der, durch die beiden gegebenen 
Puncto E und F gehenden, geraden Linien gerade auf dieselbe W^eise noch zwei Paar an- 
derer Puncte, die den Puncten Q und Q' entsprechen, und die wir R und E', S und S'- 
nennen wollen. Drei der so bestimmten sechs Puncte liegen zwischen E und F, so wie 
zwischen e und f, nnd für diese drei iPuncte wollen wir Q', R' und S' nehmen. Es sind 
im Allgemeinen vier Curven niögllch, die den Forderungen der Aufgabe Geniige leisten; 
die drei Berührungs- Chorden jeder derselben gehen durch drei jener sechs in gerader 
Linie liegenden Puncte. Wenn die gegebenen Puncte beide innerhalb des von den drei 
gegebenen geraden Linien gebildeten Dreiecfes oder innerhalb ein und desselben der drei 
von diesen Linien nach drei Selten hin LegrJinzlen unendlichen Flächen -Räumen sich be- 
finden, und mithin auf einer Ellipse, Parabel oder demselben Hyperbel-Zweige liegen, 
so erhalten wir folgende Zusammenstellung für jene viermal drei Puncte : 
Q, R, S; Q, R', S'j Q', R, S'; Q'. R', S. 
W^onn aber die beiden gegebenen Puncte in zweien von zwei der drei geraden Linien ge- 
bildeten Scheitel- Winkeln liegen, und überdicfs zu beiden Selten der dritten dieser Li- 
nien, in welchem Falle die zu construirenden Curven Hyperbeln sind und die beiden ge- 
gebenen Puncte auf beiden Zweigen derselben liegen: so haben wir statt des letztern 
Schema folgendes : 

Q', R', S'; Q', R, S; Q, R', S; Q, R, S'. 
Die Construction unserer Aufgabe ist also darauf zurückgeführt, in ein gegebenes 
Dreieck eine Linie zweiter Ordnung so zti beschreiben, dafs die drei Berührungs Chorden 
durch di-ei bekannte, in gerader Linie Hegende, Puncte gehen. Durch zwei dieser drei 
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Pancte ist die Aufgabe besUmmt. Folgende Bcinerkimg führt zur Constriiction derselben. 
In der 35. Figur wird FQ in F, Q', E und Q harmonisch geschnitten; eben so wird also 
jede andere durch F, den Durchschnitt der Tangenten in T und W, gehende gerade 
Linie von den beiden Berührungs- Chorden TÖ und WV und von der Tangente in Y 
harmonisch geschnitten, Ist daher der Panct F, irgend ein Punct Q der licrührungs- 
Chordc WV und die Tangente in V bekannt, so können wir auf FQ denjenigen Punct 
Q' leicht consiruiren, der zugleich auf der Berührungs- Chorde TV liegt. Die letztge- 
nannte Berilhrungs-Chorde ist also vollkommen bestimmt, wenn wir schon einen Punct 
derselben kennen. Hiernach ergibt sich folgende Construction der an die Spitze dieser 
Nummer gestellten Aufgabe. 

Seycn (Fig. 37) AB, AC und BC die drei gegebenen geraden Linien, E und F die Fig. 37, 
beiden gegebenen Puucte und Q, Q', R, IV', S und S' die sechs auf EF Hegenden Con- 
structions-Puncte. Man ziehe QB, von der AC in D geschnitten werde, suche (nach 64) 
zu B, D und Q den vierten harmonischen Theiliings- Punct O, und verbinde diesen 
Punct durch zwei gerade Linien mit S und S'. Alsdann bestimmen diese beiden Linien 
auf AC und BG diejenigen Puncte N' und N", M' und M", in welchen zwei der vier ge- 
suchten Curven diese Linien berühren, und zwar diejenigen beiden Curven, deren drei 
Bcrtjbrungs- Chorden durch Q, Rj S und durch Q, K , S' gehen. 

373. In je zweien der vier Combinationen dreier Puncte in jedem beliebigen der bei- Fig. 31 
den Schemata der vorigen Nummer kommt ein Punct zweimal vor, so z. B, in den bei^ 
den Combinationen Q, R, S und Q, IV, S' der Punct Q. Hieraus folgt, dafs zwei sich 
entsprechende Bcrübrnngs-Chordun, MM' und NN', zweier der durch E und F gehenden 
nnd in das Dreieck ABC beschriebenen Curven die durch E und F gehende gerade Li- 
nie in demselben Puncte Q schneiden. Die beiden in der 37. Figur construirten Curven 
MM'M" und NN'N" schneiden sieb aber (was jedesmal geschieht) noch in zweien anderen 
Puncten G nnd H, die wir auch, ohne dafs irgend etwas in der Construetion sich ändert, 
Statt E und F als ursprünglich gegeben betrachten können. Es schneiden sich also wie- 
derum zwei Berühmngs - Cborden in demselben Puncte der durch G und H gehenden 
geraden Linie. Es ist leicht einzusehen, dafs diese beiden Berührungs -Chorden keine 
anderen sind, als MM' und NN', und dafs mitbin diese beiden Linien, so wie EF und 
GH, alle vier, durch denselben Punct, durch Q, den Mitlclpunct eines Chordal- Systems 
der beiden eingeschriebenen Curven, geben. Eben so schneiden sich Ft*, EH, MM" 
und NN" in P, imd EG, FH, M'M" und N'N" in O. Also: 

TTenn zwei Linien zweiter Ordnung in ei» gegebenes Dreieck beschrieben sind, so 
schneiden sich die entsprechenden Berührungs- Chorden der beiden Climen in denjeni- 
gen drei Puncten, welche die Mittelpuncle der drei Chordal -Systeme dieser Curcen, 
und mithin zugeordnete Pole in Beziehung auf jede derselben sind. 

37A- Wir wollen der in der 366. Nummer angewandten Art der Beweisführung eine 
noch etwas grÖfsere Ausdehnung geben. Weim wiederum die drei Gleichungen: 
y^-+-2«xy-f-i5s*-t-2j'y-f-2ifxH-E =: o, 
y'-(-2tt'xy+-^x=-f-2;''y+-2<y'x-|-f' = o, (1) 

y'-F2«"Ky-f-(!"xM-2)'"y-f-2<J"s-H" = 0, 
drei durch dieselben vier Puncte gehende Linien zweiter Ordnnng darstellen, so haben 
wir folgende beiden Gleichungen: 
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i-i-fi i+/i 

wo f.i.f wie früher, einen iitiliestimmten Copfficicnten bczeicbnet. Wenn wir zu diesen 
Leiden Gleichungen noch eine BedingLingf -Gleichung, filr welche wir nachstehende neh- 
men wollen: 

/'"-*" = o, (0 

hinzufügen, so sind ft, t" und /' durchaus hestimmt, wenn wir y, f, y und f' als gegeben 
betrachten, y und f behalten dieselben ^Ve^thc, so lange die erste Curve durch zwei 
feste Puncle geht, und wir durch diese beiden Puncto die zweite Axe legen. Die Bedln- 
gungs-Gleicbiing (2) findet Statt, wenn die dritte Curve diese Axe berührt. Die zweite 
Curve, und mithin y und e, wollen wir als gegeben betrachten. Hierin liegt folgender Satz ; 

Wetifi zwei Linien zweiter Ordnung von einer drillen geschnitten werden, so lassen 
sich durch die beidesmaligcn vier Durchschnitte zwei Paar Linien derselben Ordnung 
legen, welche eine Chordale der beiden erstgenannten berühren: die beiden Berührangs- 
Piincte sind für beide Paare dieselben. 

Wir geben hier in kein Detail ein. 

375. Wir wollen In dieser Nummer die beiJen Gleichungen; 

I-+-/t I+JM 

welche zwischen den beiden ersten Constanten der Gleichungen (l) und dem unbestimm- 
ten- Cocfficicnlen ft Statt linden müssen, mit einer Bedingungs- Gleichung zwischen «"und 
j?" znsammcns teilen , und für diese Bedlngnngs- Gleichung folgende nehmen: 

d. h. voraussetzen, dafs die dritte Curve eine Parabel sey. Sobald wir «, ß, «' und ß' als 
gegeben betrachten, sind die vorstehenden drei Gleichungen zur Bestimmung von /t, «" 
und i?' hinreichend, a und ß oder w' und /? behalten aber dieselben Wcrthe, wenn wir 
die erste oder zweite Curve mit Irgend einer andern, ihr ähnlichen und ahnlich liegenden, 
vertauschen. Hiernach ergibt sich folgender Satz; 

Die Durchmesser aller Parabeln, welche sich durch die Jedesmaligen vier Durch- 
schnitte irgend einer von mehreren unter einander ähnlichen Linien zweiter Ordnung 
mit anderen, ebeirfalls unter einander ähnlichen, Linien derselben Ordnung legen lassen, 
haben eine bestimmte Richtung. 

Da durch vier Puncte sich zwei Parabeln legen lassen, ist diese Richtung eine zwie- 
fache. 

W^enn die eine Curve von der andern zweimal berührt wird, so berührt die entspre- 
chende Parabel beide in denselben J)elden Puncten, und die Richtung ihrer Durchmesser 
ist durch diejenige gerade Linie, welche durch die Mittelpuncte der beiden Curven und 
die Mitle der Bcrübrungs-Chorde geht, bestimmt, 

Als unter einander ähnliche Linien zweiter Ordnung können wir verschiedene Syste- 
me von zwei geraden Linien nehmen, die eine bestimmte Richtung haben. ^Venn nur 
eine Curve zweiter Ordnung gegeben ist, und wir auf derselben vier Puncte beliebig an- 
nehmen, so können wir diese Puncte durch zwei gerade Linien, die wir als eine Linie 
Bwciter Ordnung betrachten, verbinden. Alsdann ist offenbar, dafs wir vier diesem Li- 
nien-Systeme ähnliche Linien zweiter Ordnung erhalten, wenn wir um die gegebene 
Curve ein Parallelogramm beschreiben, dessen Seiten jenen beiden geraden Linien des 
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Systems parallel sind, rnicl von den vier SeiLcn desselben je zwei, an einander anstofsemle, 
zusammenstellen. Die Richtung der Durclimessor der beiden, durch die vier angenom- 
menen Pnnctc gehenden, Parabeln ist durch die beiden Diagonalen dieses Parallelogram- 
mes bestimmt. Da diese beiden Diagonalen fh dem Mittelpimctc der gegebenen Curvc 
sich schneiden, und wir die vier gegebenen Punclc auf dreifache Weise durch zwei ge- 
rade Linien verbinden können, so haben wir indirect folgenden Salz bewiesen: 

Wenn in eine gegebene Linie zweiter Ordnung irgend ein Viereck beschrieben ist, 
und ivir Beschreiben um dieselbe drei Parallelogramme , deren Seiten den beiden Paa- 
ren gegenüberliegender Seiten und den beiden Diagonalen des eingeschriebenen Vier- 
ecks parallel sind, so liegen die Winitel-Puncte derselben auf denselben beiden Durch- 
messern der gegebenen Curve , und mithin sind die Seiten der drei eingeschriebenen 
Parallelogramme, die diesen umgeschriebenen entsprechen, parallel. 

376. Statt der Gleichung (4) können wir jede andere Bedingungs-Glelchnng zwischen 
ö" und ß" mit den beiden Gleichungen (3) zusammenstellen, und finden alsdann, übrigens 
ganz bei denselben Voraussetzungen als bisher, dafs «" und ^" constant sind, d. h. die 
resultirenden Curven alle dasselbe Axcn-Verhältnifs und eine ähnliche Lage haben. 
"Wir wollen denjenigen Fall noch hervorheben, wo folgender Ausdruck: 

einer gegebenen Gröfse gleich gesetzt wird, d, h. wo, hei der Annahme rechlwinklichcr 
Coordinaten, das Axen-Verhällnifs der restdtlrenden Curven ein gegebenes ist (251). Die- 
sem Falle entspricht folgender Satz ; 

Wenn ztvei Reihen unter einander ähnlicher und ähnlich Hegender Curven zweiter 
Ordnung gegeben sind, so haben diejenigen Cureen con gegebenem Axen- Verhält nijs, 
tpelche sich durch die Durchschnitte Je zweier, aus beiden Reihen genommenen, Curfen 
legen lassen , ebenfalls eine ähnliche Lage. 

Nach diesem Satze können wir folgende Aüfgahe construiren: 

Durch vier gegebene Puncte eine Linie zweiter Ordnung von gegebenem A^eji-Ver- 
hältnifs zu legen. 

Wenn wir nemlich voraussetzen, dafs dnrch die vier gegebenen Puncle irgend eine 
Linie zweiter Ordnnng gehe, so können wir um- diese Curve ein Parallelogramm beschrei- 
ben, dessen Seiten zweien geraden Linien parallel sind, die die gegebenen Puncte, paar- 
weise genommen, mit einander verbinden. Alsdann bezeichnen die beiden Diagonalen 
dieses Parallelogrammes die Richtungen zweier zugeordneten Durchmesser der in Rede 
stehenden Curvc so wie jeder andern, welche dieselbe in den beiden auf jener Berüh- 
rungs-Chorde liegenden Puncten, berührt. Hiernach folgt aus dem letzten Satze, dafs 
jene Richtungen auch die Richtungen zweier zugeordneten Durchmesser jeder durch die 
vier gegebenen Puncte gehenden Linie zweiter Ordnung sind. 

Diese beiden zugeordneten Durchmesser sind den Durchmessern der beiden, durch 
die vier gegebenen Puncte gehenden, Parabeln parallel. 

W^enn wir statt der, durch die vier gegebenen Puncte gehenden, Curvc durch diese 
Puncte ein Linien-System legen, so erhalten wir die Richtungen jener beiden zugeordne- 
ten Durchmesser, indem wir die Gleichungen des eben bezeichneten Linien -Systems und 
eines zweiten, dessen beide gerade Linien denen eines der beiden übrigen, durch die vier 



y Google 



252 Zur Theorie 

gegetencn Puncte gehenden, Systeme parallel sind, zu den Gleichungen zweier zosam- 
raenfallcndcn geraden Linien verbinden. INehmen wir zu diesem Ende für die Gleichun- 
gen der Leiden Linien -Systeme, die denselben Mittclpsinct haben mlissen: 

xy = 0, yHC'<'4->:')xy+>!K'x' = o, 
SO ergeben sich ans der Yerbindang derselben, folgende Leiden, in eine einzige zusam- 
mengezogenen, Gleichungen : 

(y+Vwt'.x)' = O. 
Hiernach sind die beiden in Rede stehenden Durchmesser den, durch die beiden Glei- 
chungen : 

y == Va/.^, y = —Vx"'.^, 
gegebenen, und sehr Icicbl zu construirendcn, geraden Linien parallel. 

Es ist zugleich aus der Form der letzten beiden Gleichungen ersichtlich, dafs, wenn 
•wir (was auf dreifache Art geschehen kann) durch die vier gegebenen Puncte zwei gerade 
Linien und durch den Durchschnitt derselben noch zwei andere parallel mit jenen beiden 
zugeordneten Durchmessern ziehen: von diesen vier geraden Linien jede beliebige gerade 
Linie harmonisch geschnitten wird. Wir hätten hiernach auch In der 370. Nummer die 
Leiden Puncte Q und Q' construiren können. 

AVenn das "Verhältnlfs der beiden Axen ein gegebenes ist, so ergibt sich, nach den 
Entwicklungen des 2, Paragraphen dieses Abschnittes, das Yerhältnifs derjenigen zugeord- 
neten Durchmesser, die irgend einen gegebenen Winkel mit einander bilden. Iliemacl» 
ist also die vorstehende Aufgabe auf die Aufgabe der 284. Nummer zurückgeführt. Sie 
gestaltet, da die Richtung der gröfsern und kleinem Axe insbesondere nicht näher be- 
stimmt ist, eine doppelte Auflösimg. 

W^enn die vier gegebenen Puncte auf dem Umfange eines Kreises hegen , so müssen 
die beiden Durchmesser, deren Richtung wir oben bestimmt haben, nothwendig auf ein- 
ander senkrecht stehen. Im Allgemeinen müssen die von jenen Durchmessern gebildeten 
Winkel denjenigen W^inkeln gleich seyn, welche von den gleichen Durchmessern derje- 
nigen durch die vier gegebenen Pnncte gehenden Elhpse, deren Axcn -Yerhältnifs der 
Einheit am nächsten kommt, gebildet werden. Von der andern Seile läfst sich durch 
vier gegebene Puncte keine Hyperbel legen, deren Asymptoten- Winkel mehr von einem 
rechten Winkel abweicht, als diejenigen Winkel, welche die beiden zugeordneten Durch- 
messer, deren IVichtung dieselbe für alle durch jene vier Puncte gehende Linien zweiter 
Ordnung ist, einscbliefsen. Hiernach erhalten wir als besondere Fälle die Constructlo- 
ncn folgender beiden Aufgaben: 

„Durch vier gegebene Puncte diejenige Ellipse zu legen, welche dem Kreise am nach- 
„sten kommt, und diejenige Hyperbel, deren Asymptoten- Winkel ein maximum oder 



Der Nerv der letzten Beweisführungen liegt in vorstehenden ßelspielen so offen am 
Tage, dafs es überfliifsig wäre, bei diesem Gegenstände noch länger zu verweilen. 

377. Seyen (204): 

y'-+-2axy-f-^x^-f-2yy-f-2iJx4-E == o, , , 

y*-l-2ß'xy+i3s^-i-2yy4-2(Fx-f-e = o, 
die Gleichungen irgend zweier Linien zweiter Ordnung, Lezogen auf zwei gerade Linien, 
die durch die vier Durchschnitte derselben gehen, und sey: 

y = ax+b, (3) 

die Gleichung irgend einer geraden Linie. Alsdann sind (244): 
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{a'+a)y-f-{,(?+«a)x+(JH-j'a) = o, 
die Gleichlingen derjenigen Durchmesser beider Ciirven, welche die der gegebenen gera- 
den Linie parallelen Chorden halbiren. Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einan- 
der ab, so wird («—«') gern ei nscbaflll eher Factor, nach dessen Hinwcglassnng wir fol- 
gende Gleichung erhalten: 

y-I-as = o. (4) 

Diese Gleichung ist von a wni a nnabhiingig, cind bleibt also dieselbe für je zwei belie- 
bige Curven, welche dnrch die Creellen oder imaginären^ Durchschnitte der beiden gege- 
lienen gehen. 

Wir wollen ferner zwischen der ersten Gleichung bei (3) und der Gleichung (ii) a 
eliminiren. Zu diesem Ende muliipliciren wir zuvörderst die letztgenannte Gleichung mit 
a, und ziehen alsdann dieselbe von der ersten ab; hiernach bleibt: 

Ay-i-ßk-i-S-\-/ai = o, 
und wenn wir für a seini 



cn Werth ( — i 1 suhstitniren, kommt: 



y^— ^x-+^ — äx = o. 
In dieser Gleichung ertennen wir sogleich die Gleichung des geometrischen Ortes für die 
Mittelpunttc aller derjenigen Linien zweiter Ordnang, die dnrch die (reellen oder imag!- 
bäre'n) Durchschnitte der beiden gegebenen Curven gehen, wieder (326). Also: 

ffeiin irgend ztvei Linien ziveiter Ordnung oder mehrere derselben, welche ein ge- 
meinschaftliches Chordal- System haben, gegeben sind, und man zieht nach beliebiger 
Richtung eine gerade Linie, so laufen diejenigen Durchmesser der verschiedenen Car- 
cfi«,' deren zugeordnete dieser geraden Linie parallel sind, in demselben Puncte zusam- 
men. Der geometrische Ort dieser Piincte,ßir alle verschiedenen Richtungen der be- 
liebig gezogenen geraden Linie, ist diejenige Linie zweiter Ordnung, welche die Mittel' 
puncte aller derjenigen enthält, welche dasselbe Chordal- System haben. 

Der erste Theii dieses Satzes ist bekannt *), In der nächsten Nummer wollen wir 
dem Beweis desselben, der ebenfalls schon in der 305. Nummer enthalten ist, noch eine 
andere Form gehen. 

378. Sey: 

;ty'-Kftxy+j9K'-+-2;'y-4-2(SK+f = o, CO 

die Gleichung irgend einer Linie zweiier Ordnung. Wir können diese Gleichung , indem 
wir jeden Coefficienten beliebig in zwei Tbeile zerlegen, folgendermaafsen schreiben: 

(/t'y'-}-2a'sy-f-;3'x=+2j''y-f-3Jx+f')+(^t"y2-i-2H"xy-F/3"x*+2)'"y-f.2d"x-4-*"} = o ; 
wonach wir also folgende Gleichungen haben j 

;w'+;t" = jit, a-<ra = u, ß'+ff = ß, y+f = y, d'-f-ti" = S, i+e" = i. 
Bei dieser Voraussetzung drücken: 

^'y=-f-a«'xy+|S'x''+-3j''y-+-2i3's-}-ä' =0, , . 

lJ."y^2a"sy+ß"K^+2y"y+2ä"x+s" = o, 
je zwei mögliche Linien zweiter Ordnung aus, welche sich auf der gegebenen schneiden. 
Diejenigen Durchmesser der drei Curven Cl) und CS), deren Ordinalen der zweiten 
Axe parallel sind, werden durch folgende Gleichungen: 



*) Gerg. Ann. VH, p. 228. 
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fiy-i-ax-hy — O, 

/ij+u'x+y = 0, 

("y-hax+f - 0, 

dargestellt. Addiren wir die beiden letzten dieser Gleicliuiigcn, so erhallen wir die erste. 

Da über die zweite Ase durchaus tcine nähere Besüminiang gemacht worden ist, so ist 

obiger Satz bewiesen. 

Fig. so. 379. Da zu den durch vier gegebene Puncto M, M', M" und M'" gehenden Linien 

zweiter Ordnung drei Systeme von zwei geraden Linien gehören, so ist in dem Yorste- 
hcnden beiläufig ein Satz vom Viereck enthalten. "Wenn nemlich AB' irgend eine gerade 
Linie ist, die den Leiden Paaren gegenüberstehender Seiten und den beiden Diagonalen 
eines gegebenen Yierects in A und B, A' imd B', A" und B" begegnet, so laufen dieje- 
nigen drei geraden Linien, welche einerseits durch die drei Durchschnitte der beiden 
Paare gegenüberstehender Seiten und der beiden Diagonalen, durch P, Q und O, und 
andrerseits durch die Mitten von AB, AB' und Ä"B", durch C, C und C", gehen, in 
ein und demselben Puncto S zusammen. Der Punct S ist also leicht durch den Durch- 
schnitt zweier von diesen drei geraden Linien zn construiren. 

Wenn fünf Puncto gegeben sind, so können wir dieselbe auf fünf verschiedene Arten 
zu vier combiniren, und erhalten also, wenn wir wie eben construiren, in Beziehnng auf 
jede gegebene gerade Linie, fünf in gerader Linie liegende Puncto. Die so bestimmte 
neue gerade Linie ist derjenige Durchmesser der durch die fünf gegebenen Puncto ge- 
henden Linie zweiter Ordnung, dessen zugeordneter Durchmesser der gegebenen geraden 
Linie parallel ist. Durch die Construction von zwei jener fünf in gerader Linie liegenden 
Puncto ist also die Aufgabe direcl gelüset: wenn eine Linie zweiter Ordnung durch fünf 
Puncto gegeben ist, denjenigen Durchmesser derselben zu bestimmen, dessen zugeordne- 
ter einer gegebenen geraden Linie parallel ist. 

Wenn wir der gegebenen geraden Linie irgendeine andere Richtung geben, so er- 
halten wir fünf auf einer neuen geraden Linie Hegende Puncto. Alle solche gerade Li- 
nien schneiden sich in einem constanten Puncte, dem Mittelpuncte der durch die fünf ge- 
gebenen Puncto bestimmten Linie zweiter Ordnung. 

W'ir können nach dem Vorstehenden auch eine Linie zweiter Ordnung construiren, 
wenn vier Puncto derselben und die riicbtang zweier zugeordneten Durchmesser gegeben 
sind. "Wenn nemlich M, M' , M" und M'" die vier gegebenen Puncte sind, und Aß' die 
Richtung des einen zugeordneten Durchmessers anzeigt, so geht der zugeordnete durch 
den Conslructions-PuncE S, und ist mithin vollkommen bestimmt. Die Aufgabe gestat- 
tet nur eine einzige Auflösung, kann aber nach der ayö. Nummer unbestimmt seyn. 

380. Bei denselben Bestimmungen als in der 378. Nnmmer erhalten wir: 
2jy4-9fe-!-e = 0, 7y4-Js+f = o, 

2/y-t-2J'x+f' = o, (3) yj-h^'x+i = o, (^) 

2y"y+23"x+f" = o; y"y+S"x.-i-(" = o; 

für die Gleichungen der drei Asymptoten -Chorden des Anfangs-Punctes {d. h. derjenigen 
geraden Linien, die durch die beiden Durchschnitte jeder der drei Curven (l) und (2} mit 
zweien, den Asymptoten derselben parallelen, und durch den Anfangs -Punct gehenden 
geraden Linien bestimmt worden), und der drei Polaren desselben. Jede der Gleichun- 
gen iß') und C'4) ist eine Folge der beiden andern. Wir haben also, da der Anfangs- 
Ponct der Coordinaten jeder beliebige seyn kann, folgende beiden Sätze bewiesen: 
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Wenn mehrere Linie/t zweiter Ordnung sich in denselben vier Puncten schneiden, 
und man durch irgend einen beliebigen Punct den Asymptoten jeder derselben zwei ge- 
rade Linien parallel zieht , so vereinigen sich diejenigen Chorden, welche durch die bei- 
den auf jeder Linie zweiter Ordnung auf diese Weise bestimmten Durchschnitte gehen, 
in ein lind demselben Puncte. 

Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung sich in denselben vier Puncten schneiden, 
so gehen die Polaren jedes beliebig angenommenen Punctes auf allen diesen Linien 
zweiter Ordnung durch ein und denselben Punct. 

381. In Beziehung auf den lelztern Satz wollen wir in ein ansFüIirlichercs Detail ein- 
gehen, lind 7.a diesem Ende, wie in der 377. Nummer, zwei jener Curvcn betrachten und 
ihre Gieichunji;en auf ein gemeinschaftliches Chordal- System beziehen. Diese Gleichun- 
gen seyen : 

y=+a«xy4-|3s^+a;'y+2(i-x-}-f = o, 
wonach wir für die Polaren irgend eines Punctes (y', x') folgende Gleichungen erhalten: 
(y'-f-«x'-fy)y+(«y'+/;x'+(f)x-[-j'y'-i-J'x'+i = o, , > 

(y'+ax'-l7)y-l-(«'y'-l-|5x'H-J)x-4-j'y'+Jx'-H = o. 
Ziehen wir diese letzten beiden Gleichungen von einander ab, so kommt, wenn wir zu- 
gleich durch (« — «') dividiren: 

Vy+y'x = o. (s) 

Hieraus folgt (was auch , indem wenigstens ein Linien - System in die Reihe der in Rede 
stehenden Linien zweiter Ordnung gehört, a priori ersichtlich ist (263)), dafs diejenige 
gerade Linie, welche durch den Punct (y, x) und denjenigen Punct gebt, in welchem sich 
die Polaren von (y' x'} schneiden, von den beiden Co ordinalen -Axcn, d. L, von zwei zu- 
sammengehörigen Chordalen, harmonisch geschnitten wird. 

Hiernach kann man , wenn eine Chordale irgend zweier Linien zweiter Ordnung ge- 
geben ist, die zugehörige Cbordale linden. Man lege ncmlich zu diesem Ende von irgend 
einem hellcbigen Puncte an die beiden Cnrven Tangenten, und ziehe die beiden Berüh- 
rnngs- Chorden. Den Dnrchschnitt dieser beiden Chorden und den beliebig angenomme- 
nen Punct verbinde man durch eine gerade Linie, und suche en diesen beiden Pnncten 
und demjenigen, in welcher die Ictzigezogcne gerade Linie der gegebenen Chordalen be- 
gegnet, den vierten harmonischen Theilungs- Punct. Der so bestimmte Punct gehört 
der gesuchten Chordalen an, zu deren vollständigen Bestimmung man die eben ange- 
zeigte Constnictlon nur noch einmal zu wiederholen braucht. 

Diese Consfruction können wir noch verschiedenfach modificiren und vereinfachen. 
Wenn wir z. B. annehmen, der beliebige Punct liege auf einer gegebenen geraden Linie 
in unendlicher Entfernung, so sind die beiden Polaren dieses Punctes diejenigen Durch- 
messer der beiden Curven, deren zugeordnete der gegebenen geraden Linie parallel sind. 
(Hiernach erscheint der erste Theil des Satzes der 377. Nummer als ein besonderer Fall 
des letztern Satzes der vorigen Nummer.) Ziehen wir also durch den Durchschnitt der 
beiden Durchmesser der gegebenen geraden Linie eine andere parallel, so ist, da ein har- 
monischer Theilungs -Punct unendlich weit liegt, dieser Durchschnitt die Mitte des auf 
der letztgezogenen geraden Linie von den heiden Chordalen interceptirtcn Stückes. 

Wir können für den beliebigen Punct anch den Mittelpunct einer der beiden Curven 
nehraeo. Alsdano ergibt sich, ähnlich wie eben, dafs die durch jenen Mittelpunct mit 
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der Polaren (lessellien auf der andern Cnrve parallel gezogene, und von zweien zusam* 
mcngehörigen Chordalen begriinzte, gerade Linie in jenem Puncte halbirt wird. 

Wenn wir endlich den beliebigen Ponct auf einer der Cnrven selbst annehmen, so 
wird die Tangente in diesem Pnncte von der Polaren desselben auf der zweilcn Cnrve 
und von Je zwei zusammengehörigen Chordaltn harmonisch gescKnilten. 

Nach dem Vorstehenden sind die Chordal - Systeme zweier Linien zweiter Ordnung 
dadurch bestimmt, dafs sie drei gerade Linien, anf deren jeder zwei Pnncte gegeben sind, 
harmonisch schneiden (die drei geraden Linien können parallel genommen werden); oder 
auch dadurch, dafs sie drei gerade Linien (die aber alsdann nicht mehr parallel genom- 
men werden können) so schneiden, dafs die von ihnen auf denselben intcrceptirtcn Stücke 
in drei gegebenen Puncten halbirt worden. 

382. Da sowol jede der Gleichungen (l), als auch die Gleichung (2) der vorigen 
Nummer, in Beziehung auch y', s' und y, x symmetrisch sind, so folgt, dafs die Bezie- 
hung des helichig angenommenen Punctes (y',x') und des Coastructions-Punctes (y, x) zu 
einander eine durchaus gegenseitige ist. 

Wenn der angenommene Piinct in eine der Coordinaten- Axen fallt, und also y' oder 
x' verschwindet, so geht die Gleichnng (2) über in y = o oder x = o, d. h. in die Glei- 
chung derselben Asc, auf welcher der angenommene Punct liegt. Also: 

Wenn man von irgend einem Puncte einer gemeinschaftlichen {reellen oder idealen) 
Chorde zweier oder mehrerer Carven zweiter Ordnung Tangenten an dieselben legt, so 
schneiden sich die JDerährungs- Chorden in einem zweiten Puncte derselben gemein- 
schaftlichen Chorde. 

Die Chorde wird in diesen heiden Puncten und ihren Durchschnitten mit der Curve 
harmonisch getheilt. 

Wenn wir in dem letzten Satze mehrere Linien zweiter Ordnung zusammenstellen 
so brauchen dieselben nur eine gemeinschaftliche Chorde zu haben, Diefs ist sogleich 
ans den Gleichungen CO der vorigen Nummer ersichtlich, in denen ß und d ausfällt in- 
dem wir zugleich x' = o und x = o setzen. 

W^enn wir zugleich y' = o und x' = o setzen, so wer<3en die beiden Gleichungen 
(l) identisch: die beiden Polaren des Mittclpunctes eines Chordal-Systems fallen in eine 
einzige gerade Linie zusammen. 



§. 10. 
Allgemeine Schemata. 



383. Wir wollen, der Kürze halber, die Gleichungen dreier Linien zweiter Ordnung 
durch folgende Symbole bezeichnen : 

A = o, A' =1 o, A" = o; 
wir wollen ferner voraussetzen, dafs diese drei Linien zweiter Ordnung eine gemeinschaft- 
liche (reelle oder ideale) Chorde haben, deren Gleichung wir durch 
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(larsLollcn, so wie die Gleichungen der zweiten gemcinscliaftliclien (reellen oder idealen) 
Ghorde der ersten und zwellen, der ersten und dritten and der zweiten und dritten Linie 
zweiter Ordnung durch: 

a" = o, a' = o, 3 = 0. 
Alsdann erhalten wir, indem /(", /i! und n gehörig zii bestimmende Coefficienlcn hedeii- 
len, folgende Ausdrücke: 

A~-,w"A' = c.a" = o, 

A— ,:<'A" = c.a = o, (i) 

A' — ;(tA" = c.a = 0. 
Wenn wir die heiden ersten dieser drei Gleichungen von einander ahKiehcn, so tomml: 

/t"A' — /t'Ä" = c(a'— a") = 0. 
Die Form dieser Gleichung zeigt, tlaCs dieselbe ein System zweier geraden Linien, von 
welchen eine die gemeinschaftliche Chordc der drei Linien zweiter Ordnung ist, darstellt, 
nnd dafs sie mithin mit der letzten der Gleichungen (i) identisch ist. Hieraus folgt: 

m" ' f-" 

Aus dem letzten dieser beiden Ausdriiclce erhellet, dafs die zweiten gemein schaitlichen 
Chorden je zweier der drei Linien zweiter Ordnung sich in demselben Puncte schneiden. 
Also ; 

Wenn irgend drei Linien zipeiter Ordnung eine gemeinschaftliche {reelle oder ima- 
ginäre) Chorde haben, so vereinigen sich die zugehörigen Chorden je zweier äerselben^ 
alle drei, in ein und demselben Puncie (aöä). 

Wir wollen die Discussion der einzelnen Falle dieses Satzes mehr andeuten als aus- 
führen. Zuerst können wir für die in ilcde stehenden drei Linien zweiter Ordnung drei 
wirkliche .Curvcn nehmen; ferner auch, wenn wir voraussetzen, dafs die beiden ersten 
(vurven sich wirklich schneiden oder sich berühren, statt der dritten Curve ein System 
von zwei geraden Linien, die durch zwei Durchschnitts -Puncto gehen oder sich im ßc- 
rührongs- Puncte schneiden, und alsdann auch in eine einzige gerade Linie zusammenfal- 
len können. 1/Venn man also durch jeden von zwei Durchschnitten zweier Linien zwei- 
ter Ordnung (welche Durchschnitte auch in einen Berührungs-Punct zusammenfalten kön- 
nen) nach beliebiger Kichtnng eine gerade Linie zieht, so ist der Ort für die Durch- 
sebnitle derjenigen beiden Chorden, welche anf den heiden Cnrven durch jene beiden ge- 
raden Linien bestimmt werden, eine neue gerade Linie, und zwar die zweite Chordale 
desjenigen Chordal-Systems, das durch obige beiden Durchschnitte bestimmt wird. Hier- 
nach kann man (Fig. SQ.) die zweite Chordale zweier sich in zwei Puncten M und ra ujo- gg^ 
schneidenden Cnrven mit hiofscr Hülfe eines Lineals construiren. Zu diesem Ende ziehe 
man durch die beiden Durchschnitts- Puncte nach beliebiger Richtung zwei gerade Linien 
"NN' und nn', welche der einen Citrve in N und n, der andern in N' und n' begegnen, 
alsdann 'schneiden sich Nt) und N'n' in einem Puncte L der gesuchten Chordalen. Auf 
dieselbe Weise erhalten wir einen zweiten Punct derselben und somit diese Linie selbst, 
W^enn wir annehmen, dafs zwei der drei in Rede siehenden Curven sich vierpunctig 
«ider dreipunctig oscaüren oder zweimal berühren, so bestimmt jede beliebige dritte Curve, 
die die beiden ersten im Osculations-Puncte oder in einem der beiden Eerührungs-Puncte 
berührt, auf diesen beiden Curven zwei Chorden, die sich auf der Tangente im Osciila- 
tions-Pnnctc, oder derjenigen geraden Linie, die den Osculations- Punct mit dem Durch- 
scbiiiils- Puncie verbindet, oder endlich ^uf der Tangente im zweiten BerührunTS-Puncle 
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schneiden. Wenn man ferner durch den Oscnlations- und Durchschniüs-Pünct zweier 
sich dreipiinctig osciilirendcn Ciirven, oder durch die Bcrilhrungs-Pnnttc zweier sich 
zweimal berührenden Curvenj irgend eine dritte Curve legt, so hestimmt dieselbe auf den 
beiden erstem zwei Chorden, die sieb aaf der Tangente im Üscidations-Pnuclc oder auf 
der Bcriiiiri.Tngs - Cbordo schneiden. 

Wenn wir für die dritte Ciirve in den vorstehenden Residlaton ein System von zwei 
geraden Linien nebmen, so erhalten wir die Entwicklnngcn der a54. — 356, und der 358. 
— 36l. Nummer. 

Wenn wir annehmen, dafs zwei der drei in Rede stehenden Linien zweiter Ordnnng 
nnter einander ähnlich sind, so liegt ihre zweite Chordale unendlich weit entfernt, mitbin 
sind die beiden anf denselben durch die dritte Curve bestimmten Chordalen parallel. Bei 
diesem Falle haben wir mit einiger Ausführlichkeit schon in der 845, Nummer verweilt. 
Fig. 17. Wir können ferner eine beliebige Cnrvc mit zwei Systemen von zwei geraden Linien 

ziisammensicllen, und erhallen alsdann den Satz vom eingcscbriebeiien Sechseclc (2g9) 
nnd die verschiedenen älodificallonen desselben für die besonderen Falle, dafs Winkel- 
Piincte desselben zusammenfallen. Wenn wir nns nlimlicb wiederum auf die 17. Figur 
beziehen, so haben die beiden Linien- Systeme M"'IM' und WM, M,^^M und iM,M' mit 
der Curve die gemeinschaftliche Chorde MM, die drei zweiten Chorden sind AB, M"M"' 
und INI^M_^_, Diese drei Linien schneiden sich also In demselben Puncte, oder, was das- 
selbe hcifst, der Durchschnitt der letztgenannten beiden Chorden, D, liegt mit A nnd B. 
in gerader Linie. 

Wenn wir endlich drei Systeme von zwei gera;'en Linien zusammenstellen, so erhal- 
ten wir nnmittelbar die Sätze der 70. — 7Ö. Nummer. 

Der Nerv der Beweisführung in dieser Nummer liegt darin, daCs, wenn wir die 
beiden ersten der Gleichungen 05 von einander abziehen, die resultirende Gleichung wie- 
derum ein System zweier geraden Linien darstellt. DIefs wird in dem vorstehenden Falle 
dadurch bedingt, dafs in diesen beiden Gleichungen ein genielnscbaflÜcher Factor des er- 
sten Grades, c, vorkommt. Aber auch wenn diese beiden Gleichungen die Form voll- 
ständiger Quadrate .innehnien, läfsE sich diejenige Gleichung, die wir durch Abziehen der- 
selben von einander erhalten, in zwei Factorcn des ersten Grades zerlegen. Diese Be- 
merkung führt nns zu einem zweiten Schema. 

38(4. Seyen wiederum: 

A = o, A' = o, A" = o, 
die Gleichungen dreier Linien zweiter Ordnung; die erste dieser Linien berlihrc die 
zweite und dritte jede zweimal, und die dadurch bestimmten Beriihrungs- Chorden scyeli 
dnrcb die Gleichungen: 

p = 0, q = o, 
dargesicllt. Alsdann haben wir folgende Leiden Ausdrucke: 

A-m'A' = p' = o, ^^j 

A — /t"Ä" = q^ =s oj 

und, indem wir abziehen, ergibt sich; 

;/ A'~/t"A" = q'^— p= = (q+p)(q— p) = 0. _ _ ^ (s) 

Diese Gleichung bezeichnet ein Chordal- System der zweiten und dritten Linie zweiter 
Ordnung; vergleichen wir dieselbe mit folgender Gleichung: 
A'-~fu\" = a.a' = 0, 
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iiidtm die ijeiden Cliordalcii tlnrcli 

a = o , a' = 0, 
dargeslellt werden, so erhalten wir: 

fi = ^, a.a = -i{q-+.p)(q_p), 

mitliin, indem wir durch § nnd ^' zwei nnheslitnmtc Ctiefficienlcii hcKeicSincn, da-cn Pio- 
diict gleich ist jft'; 

§a = fj+p , '^';t' = q— p, 
woraus crsichllich ist, dafs die geraden Llmeii; 

p=o, ([ = o, a==o, a'=;0, 
alle vier darch dcnsclhcn Pniict {^ehen. Wir haben also folgenden Salz, äo.n wir mich 
üninUlelbar an die 367. Nammer hätten anknüpfen IcOnnen, hewicseni 

Wenn zivci Linien ziveiter Ordnung beide von einer dritten zweimal berührt iver- 
den, so schneiden sich die beiden lierührungs -Chorden in dem Miitelpuncte eines 
Chordal - Systems der beiden erstgenannten Linien zweiter Ordnung. 

Die doppelte Berührung; kann durch vierpnncligc Osculation hindurch in eine imagi- 
näre tibergehen. Andere Modißcatiunen ergehen sich nach der verschiedenen Natur der 
Kusamm enges teilten Linien zweiter Ordnung. Wir können ziivürilerst ein System zweier 
geraden Linien nebmen, die von irgend zwei Ciirven herührt werden; wenn wir beliehig 
viele Curvcn nehmen, die jene beiden geraden Linien berühren, nnd tiberdiefs dnrch ir- 
gend zwei feste Pnncte gehen, oder überhaupt eine gemeinschaftliche Chordalc haben, EO 
gehen alle Bcrührnngs - Chorden durch einen festen Punct. W^ir können ferner voraus- 
setzen, dafs ein gegebenes Linien- System von einer Curve und von irgend einein zweiten 
Linien-System zweimal berührt werde *), und kommen alsdann unmittelbar ku der all- 
gemeinen Theorie der Pole nnd Polaren CSOÖ). V^''enn wir eine Curve be- 
trachten, welche von zwei Paar gerader Linien berührt wird, so erhalten wir den New- 
Lonschen Satz vom nmsclii;iebenen Ylcreck (310). Wir können endlich auch eine Curve 
nehmen, die von einer andern zweimal, und- üb er die fs noch von zwei geraden Linien be- 
rührt wird. Dieser letzte Fall liefert die Construction folgender Anfgabe: 

„Line Linie zweiter Ordnung zn beschreiben, die eine gegebene vierpunctig ostulirt, 
,,(ind UberdieCs zwei gegebene gerade Linien berührt," 

Wir können nemlich diese Aufgabe als aufgclöset betrachten, wenn wir den OsciiJM- 
iions-Piinct bestimmt haben (355), Um diesen zu finden, verbinde man die vier Durch- 
schnitte der beiden geraden Linien und der Curve noch durch zwei Paar gerader Linien, 
und lege von den Üurchschnitten der Linien jedes Paares Tangenten an die gegebene 



en von zwei Linien- Systemen, der Analogie nach, dafs sie eirtander Lcrütirei:. ' 
- Unie« in (loraselLen Puncle sich sciineiden. In der Ucliertragung des allgejnf 
auf diesen hesondcrn Fall liegt darehans nichts Gewagtes. Denn Alles kommt 
Form der Gleichungen (1) an, und «ir küimcn offenbar immer die (aieichungi 

j=4-2ßxj+;5.:^ = o , ^y = 0, 

[' Gleickung von folgciider Fom:: 

en (376), to bnge nur ß posiflv is(, d, h. das eine Linien-. System in dieselhtn 
r von ikiii aßdern S;"sleiiie gebüdcien Schelte! - W Inkel ftilU. 
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Curvc. Die Borülirnngs-Pancte sind alsdann diejenigen Pancte, in welclien die gegebene 
(Jurve von Oonjenigon osculirt wird, die den Bedingungen der Aufgabe Genüge leisten. 
Die Determination ist derjenigen in der 3Ö8. Nummer ganz analog. 

Wir können, eljeii so Icichl als die von'gc, aiicli folgende Aufgabe anüoscn: 

„Eine Linie zweiter Ordnung zu bcsciireiben, die eine gegebene zweimal und iiber- 
„diiffs drei gegebene gerade Linien berKhrl." 

Indem wir nemlich die gegebene Curvc nacb einander mit je zwei der gegebenen ge- 
raden Linien, als einer Linie zweiter Ordnung, zusamniünstellen, erhalten wir, äbnücU 
wie in der 369. Nummer, viermal drei Pnncte, die auf den vier Berübriings-Cborden lie- 
gen, welche den vier, der Aufgabe im Allgemeinen Genüge leistenden, Curven entspro- 
chen. Wir müssen hierbei nicht übersehen, dafs die dojijieUe Eeriihrnng, wenn jene 
Chorden der gegebenen Curvc nicht begegnen, eine imaginäre ist. 

In diesem Beweise ist zugleieh auf indirectem Wege der in der vorigen Num- 
mer begriffene Salz, dafs in jedem in eine Linie zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechs- 
eck die gegenüberliegenden i&eiten sich in solchen drei Punctcn schneiden, die in gerader 
Linie liegen, bewiesen; und zugleich ist dargelhan, dafs eine solche gerade Linie, etwa 
ADB, diejenige ist, welche durch zwei (reelle oder imaginäre) Puncto gebt, in denen die 
gegebene Curve von einer solchen Curve berührt wird, die iiberdiefs drei Diagonalen des 
Sechsecks, MM', M"RI,, und M"'M,„, berührt. 

Um dem Schema dieser Nummer die ganze Allgcmeinbeit zu geben, die es mit sich 
bringt, müssen wir die zweiten Theile t!cr beiden Gleichungen (1) mit doppelten» Vor- 
zeichen behaften. Wenn wir diese Gleichungen von einander abziehen, indem wir in 
denselben verschiedene Yorzeichen nehmen, so kommt statt (S) : 

/('A'— /,i"A" = ±Cp^+1') = o, 
eine Gleichung, die nicht mehr ein Chordal-Systcm der zwellen und dritten Curve, son- 
dern einen Cbordal-Punct derselben darstellt. Diesen Punct künnen wir conslruiren, 
indem wir zugleich : 

p = 0, q = 0, 

setzen; die beiden Ecrührungs- Chorden schneiden sich also im Cbordal - Pnncte, der hier 
an die Stelle des Mittclpaneles des im Anfange dieser Nummer betrachteten Chordal- 
Systems tritt. 
>. Wenn wir z. B. in der 1^0. Figur für die Linie zweiter Ordnung, die von jeder der 

beiden Curven zweimal berührt wird, zwei aufs er c Tangenten nehmen, 50 vereinigen sich 
die beiden Berührungs -Chorden Ti und T't' im ^uncle O, dem Mitlelpuncle des Chordal- 
Systems POQ. Nehmen \vir hingegen eine innere und eine äufscre gemeinschaftliche 
Tangente, so geht die BerührungS' Chorde durch einen der beiden Chordal-Pu ncte der 
beiden Curven: so geht z. B. Tr durch O", und TV durch O'. 

Wenn alle vier gcmeiöscbaftlicbe Tangenten gezogen sind, so haben wir zwei Cur- 
ven, welche die Sciteß desselben Vierecks Ss'Vs'" berühren, woraus denn nach dem oben 
angeftihflen Newtonschen Satze folgt, dafs die drei Diagonalen der durch die vier Tan- 
genten gebildeten vollständigen vierseitig'en Figur, nemlich s's, s"'s" und Sa, zn je zwei 
genommen, sich in den drei Pcmeten O, O' und O" schneiden. Hiernach künnen wir 
leicht die beiden Chordal-Puncte zweier sich nicht schneidenden Curven bestimmen, wenn 
ihre gemeinschaftlichen Tangenten bekannt sind, ond diese ergeben sich durch eine ein- 
fache Construction (nsch der 383. Nummer), wenn wir das Chordal- System kcnocß. 
S, O", ff und O' sind vier harmonische ThcÜungs- Pancte (50). 
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3örj. Wir gehen eu einem dritten, an die vorige Nummer sich ans chliefs enden, Sche- 
ma iÜjer, Seyen: 

A = 0, A' = 0, A" = 0, A'" = o, 
die Gleichungen von vier Linien zweiter Ordnung, von welchen jede der drei letztem die 
erste zweimal berührt. Alsdann erhalten wir folgende Ausdrücke: 
A+jk'A" = p' = o, 

A~i-ft"Ä!' = q* = o, CO 

A-4-^t"'A"' = r^ = o, 
wohei wir durch fi! , /t" und fi'" drei nnbeslimmte Cocfficientcn und durch 

p = o, 1^—0, r = o, 
(He drei Bcrithrungs - Chorden hezeichnen. "Wenn wir die Gleichungen (l), paarweise ga- 
nommen, von einander absiehen, so erhalten wir: 

iti'A' — /t"A" = p^— <l' = o, 

fiA.''-ft"A"' ^ p^— r^ = o, C*) 

/t"A" — /t"'A"' = q^ — r^ = o, 
für die Gleichungen eines Chordal- Systems je zweier der drei letzten Cnrvcn: Gleichun- 
gen, von denen wir die dritte durch Abziehen der beiden ersten erhalten. ^'Yi^ haben 
also folgenden Satz bewiesen*. 

Wenn eine gegebene Linie ziveiicr Ordnung oon dreien andern zmefacli herilhrt 
mrd, so geilen diejenigen Cliordal -Systeme je zn'eier der drei letztgenannten Curven, 
in deren Mtltelpuncten die dtei Berilhrungs-Chorden, paarweise genommen^ sich schnei- 
den, alle drei durch dieselben vier Puncte. 

In dem Falle, wo nach der Schlufs-BemOrkung der vorigen Nummer zwei Pimcte 
(dafa deren Immer zwei seyn müssen, ergibt sich sogleich ans dem Anblick der Gleichun- 
gen (3)) an die Stelle zweier Chorda! -Systeme treten, fällt die directo geometrische Be- 
deutung des vorstehenden Satzes hinweg; wir erhalten alsdann zwei Puncto, d. h. zwei 
Ellipsen, die bis zum YcrSchwinden ihr Axen-Verhäluilfs beibehalten haben, deren Glei- 
chungen sich zu der Gleichung des Linien- Systems verbinden lassen. 

\Vir wollen die Discnsslon des vorstehenden Satzes nur auf einzelne besondere Fälle 
ausdehnen, und zu diesem Ende erstens irgend eine Curve zweiler Ordnung nehmen, 
nm die ein Secbseck beschrieben ist, dessen drei Paare gegenllberstehcnder Selten wir als 
drei jene Curve zweimal berührende Linien zweiter Ordnung betrachten. Alsdann erhal- 
ten wir sechs leicht Zn bestimmende gerade Linien, von denen viermal drei durch densel- 
ben Punct gehen; drei solcher geraden Linien, die sich In demselben Puncte schneiden, 
sind die drei Diagonalen des umschriebenen Sechsecks (320). 

386. Wir wollen als zweiten Fall des Satzes der vorigen Nummer ein System zweier Fjg, /sO. 
geraden Linien helracbten, welche von drei Linien zweiter Ordnung zweimal berührt wer- 
den, und übcrdieCs für eine dieser drei Linien zweiter Ordnung ein neues Linien- System 
nehmen. Wir haben also irgend zwei Curven, zweMbrer gemeinschaftlichen Tangenten 
und zwei durch den Durcbscbnitt derselben gehende gerade Linien. Der diesem beson- 
dern Falle entsprechende Satz ist folgender: 

Wenn zivei Curcen zweiter Ordnung beide oon denselben beiden geraderiLinien be- 
rührt werden, und man zieht durch den Durchschnitt dieser gemeinschaftlichen Tan' 
eenten irgend zwei den Curven begegnende gerade Linien, so lassen sich durch die auf 
jeder der beiden Curven beslimmien vier Durchschnitts -Puncte noch zff ei Linien- Sy^ 
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sleme legen: die auf diese Weise sich ergebenden vier Linien- Systeme schneiden sich, 
paarweise genommen, in vier Puncten des Chor dal -Systems der beiden Curven. 

In der 40. Figur sind SM und SiNt die Iteidcn, durch S, den Durchschnitt der gemein- 
schaftlichen Tangenten, gehenden geraden Linien. Es schneiden sich die heiden Linien- 
Systeme MN, iiv und M'N', |«V in vier solchen Puncten p, p', q und q', die auf zweien 
zusammengchiirigen Chordalen der beiden Carven liegen. Statt der in der Figur ansge- 
fiihrten Consti-uction hätten wir anch die beiden (nicht gezogenen) Linien -Systeme Mr, 
N/t und MV, N^' ztisammcnstellen können, und alsdann vier andere Puncle derselben 
beiden Chordalen Op und Oq erbalten. 

Wir kiinnen für die eine, durch S gehende, gerade Linie, el\ya für SM, eine der 
beiden Tangenten, etwa St, nehmen, und erhalten alsdann die beiden Linien- Sysiente 
Nt, vi und iN't', vi', welche sich auf dem Chordal- Systeme der beiden Curvcn schneiden. 

387- Indem wir eine durch den Durchschnitt zweier gemeinschaftlichen Tangenten 
gehende gerade Linie als ein System zweier zusammenfallenden betrachten, ergibt sich 
folgender Satz: 

Wenn man durch den Durchschnilt zweier gemeinschaftlichen Tangenten irgend 
zweier Curcen zweiter Ordnung eine beiden Curven begegnende gerade Linie zieht, so 
bilden die, in den der Durchschnitten an beide Curven gelegten, Tangenten ein voll- 
ständiges Viereck, dessen zwei Diagonalen ein Chordal' System der beiden Curven sind, 
und dessen dritte Diagonale mederum durch den Durchschnitt derselben beiden gemein- 
schaßUchen Tangenten geht. 
Fi"'. 4O. Der letzte Tbeil dieses Satzes ergibt sich sogleich. In der i(0. Figur ist durch den 

Punct S die gerade Linie SiN gelegt, die den beiden Curvcn in N, v,'N und v i)egegnet. 
Die Tangenten in diesen vier Punclen schneiden sich in den sechs Puncten P, P', Q, Q' 
A und A'. PP' und QQ' bilden das Cbordal-Syslem der beiden Curven. AA' gebt durch 
den Punct S; denn AT wird in t und I j , so wie A'T' in t' und B' harmonisch gethcilt 
(■309), und da T und T', B und IV, t und t' mit S in gerader Linie liegen, so liegen 
auch A und A' nothwendig mit deinsellien Puncte in gerader Linie. 

S88. Nach den vorigen beiden Nummern erbalten wir an£ leichte Weise die Cborda!- 
Sj'Sieme zweier gegebenen Curvcn zweiter Ordnung, wenn die Durcbschnille ihrer ge- 
xneinscbaftlichen Tangenten bekannt sind. Wir wollen in dieser Nummer die gemein- 
schaftlichen Tangenten vermittelst eines Chordal- Systems construiren. 
Fig. AO. In der in der vorigen Nummer angezeigten Constrnction Cwir betrachten zuerst den 

Fall der IjO. Figur, wo die beiden Curven keinen Punct mit einander gemein habcn> 
schneiden sich die beiden äufseren und die beiden inneren Tangenten in zwei Piincti;n 
P' und P der zwischen beide Curven hindurch gebenden Chordalen; hingegen schneiden 
die ungleichnamigen Tangenten beider Cnrven 'sich in zwei Puncten Q' und Q der an- 
dern Chordalen. Wenn wir daher die Constrnction umkehren, nnd von irgend einem 
Puncle der Chordalen PP' zwei innere oder zwei äufsere Tangenton an beide Curvcn le- 
gen, oder von irgend einem Puncte der andern Chordalen QQ' eine innere Tangente an 
die eine , und eine äufsere Tangente an die andere Curve, so gehen die, durch die jedes- 
maligen beiden Berührungs-Puncte gehenden, geraden Linien durch den festen Punct S, 
den Durchschnitt der gemeinschaftlichen änfsern Tangenten. 

W^enn wir statt des Pnncies S den Durchschnitt der inneren gemeinschaftlichen Tan- 
genten der beiden Curven nehmen, und durch diesen Pimci a iigend eine den Curven he- 
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^fignende gerade Linie legen, so bleibt Alles wie in dem vorigen Falle, nur dafs die 
Diirchscbaifte zweier inneren oder zweier änfseren Tangenten in die Cbordale QQ' , l^in- 
gcgen die Durchschnitte zweier nngleicbnamigcn Tangenten der beiden Curven in die 
Chordale PP' fallen. Wenn wir dalier, umgekehrt, von einem beliebigen l^nncte der 
Cbordaien QQ' ^^^' '"i'*^'"*^ oder zwei üiifsere Tangenten an beide Curven ziehen, oder 
von einem beliebigen Pnnctc der Cliordalen PP' eine innere Tangente an eine Cnrve und 
eine äufscro an die andere, so gehen diejenigen geraden Linien, welche die jedesmaligen 
beiden Berührungen verbinden, durcb den festen Punct ff, den Durchschnitt der beiden 
inneren gcmeinschaftllchcit Tangenten. 

Alis dem "Vorsieh enden erbellet, dafs, wenn wir von irgend einem Puncle einer der 
beiden Chordalen, PP' und QQ', an die beiden Curven vier Tangenten logen nnd die 
Berührungen auf der einen Curve mit den Berlibrangen auf der andern durch vier gerade 
Linien verbinden: diese Linien, paarweise genommen, in den beiden Durchschnitten der 
beiden inneren und der beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten sich schneiden. 
Diese Durchschnitte ff und S üegen, nach der Schlufs- Bemerkung der 3S4. Nummer, auf 
der Polaren des Durchschnittes O der Chordalen PP' nnd QQ', die in Beziehung auf beide 
Ciirvcn ein nnd dieselbe gerade Linie isf. 

Wir haben noch zwei Paar Durchschnitte gcmeinschafil icher Tangenten der beiden 
sich nicht schneidenden Curven, s und s', s" und s'", die auf den Polaren von O" und O' 
liegen. Durch diese Durchschnitte können wir aber keine, beiden Curven begegnende, 
gerade Linie legen, wonach die Satze der beiden vorigen Nummern, so wie die UmkeK- 
rung des Ictzlern dieser Sätze, hier keine Anwendung finden. 

Wenn die beiden gegebenen Ciirren sich in vier Puncfen schneiden, so finden die Fig. Z(l. 
Constructionen der beiden vorigen Nummern für die sechs Durchschnitte je zweier der 
vier gemeinschaftlichen Tangenten Statt. Diese sechs Puncte, paarweise genommen, S 
und S', s nnd s' , s" und s'", entsprechen den drei Chordal- Systemen, deren Miitclpuncte 
O, O' und O" sind, nnd wenn Irgend ein Punct eines dieser Systeme gegeben ist, so er- 
haUcQ wir sogleich die entsprechenden beiden Durchschnitts -Puncte der gemeinschaftli- 
chen Tangenten. Ziehen wir z. B. von einem Piincle Q der Chordalen MM' zwei Tan- 
genten PiU und Fi V, HU' uiidRV, an jede der beiden Curven, so schneiden sich die durch 
die Berührungen gehenden geraden Linien UÜ' und W'j UV und U'V in den Punclea 
S und S'. ■ 

Wenn die beiden gegebenen Curven sieb nur in zwei Punctcn schneiden, so gibt es Flg. 42. 
nur zwei gemeinschaftliche Tangenten; Alles bleibt für den Durchschnitt derselben wie 
zuvor. Wenn man von irgend einem Puncte des einzig reellen Chordal-Systems, etwa 
von R, Tangenten, an die beide» Curven zieht, so schneiden sich wiederum UU' und 
VV in Sj es schneiden sich aber auch UV' nnd U'Y in einem festen, innerhalb beider 
Curven liegenden, l*uncte, der die Rolle des Durchschnittes der beiden übrigen, imaginä- 
ren, Tangenten spielt. 

Wenn zwei Curven, von deneo eine ganz innerhalb der andern liegt, und das Chor- 
dal-System derselben gegeben ist, und man zieht von einem Puncte des leutcrn wie bis- 
her Tangenten an die beiden Curven, so schneiden sich die vier durch die Berührungen 
gelegten geraden Linien in zwei festen Innerhalb beider Curven liegenden Pnncten, von 
denen sich mithin keine Tangenten an dieselben legen lassen. 
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Fig. 41,^2. Wir taLcn also aUgemein, wenn wir zngkicli noch auf die 333. Nummer, nach der 
UV und U'V sich in R,', einem Pancte der Chordalen MM', schneiden, Rücksicht neh- 
men, folgenden Satzi 

Wenn man von irgend einem Puncfe einer Chordalen irgend ziveier Curi>en ziveiter 
Ordnung za'ci Tangenten an jede derselben zieht, so lassen sich durch die vier Beruh- 
rungs-Pancte drei Paare gerader Linien legen, von denen die Linien zweier Paare 
sich in zfpeien festen Puncten und die Linien des dritten Paares sich in einem solchejt 
Pimcle schneiden^ der immer auf derjenigen Chordalen bleibt, von deren einem Puncie 
aus die Tangenten gezogen worden sind *). 

Fig. Z|3, 389. Zwei Parahcln können nicht nielir als drei gemeinschaftliche TangcnLon halten. 

"Wenn vier Pancte gegehen sind, so feünnen wir auf der Stelle (26t, 270) die drei ge- 
mein seh afllichen Tangenten der Leiden durch diese vier Puncte gehenden Parabeln be- 
stimmen. Seyen nendich A, B, C und D die vier gegehenen Puncte, die beiden Paare 
gegenüberliegender Seiten und die beiden Diagonalen schneiden sich in den VS'inkel- 
Piincten des Dreiecks 0"0'0, und die drei gesuchten Tangenten bilden das Dreieck 
TT'T", dessen Winkel -Puncte in den Mitten der Seiten des eben tezeichnelcn Dreiecks 
O"0'0 Hegen. 



Sobald dieser Satz für eine besondere Lage der beiden Corven zweiter Orduang bewiesen 
ist, ist seioe Gültlglteif allgemein dargelhan. Denn wenn wir von einem Normal fa Ue , etwa 
demFalle der 41. Figur, aasgelieo, und die beiden Curven auf dasitnige Cliordal - System 
facileheii, auf wckliem wir den Puiict R aiiijcnommen haben , so künnen wir die Coordlna- 
ten der vier Ecruhnings - Puncie U , Y , ü' und X zwischen den Gleichnngen der durch H 
gehenden Tangenten und den Gleiclinngen der beiden Curven eliminireor Zwischen diesen 
Coordinaten finden die, dem Satie drs Textes entsprechenden, Beziehungen Statt. Es äu"- 
dert sieh aber nichts i» den Formen der Rechnung, durch welche wir zu jenen Coordinafen- 
Werthen gelangen, wenn wir irgend zwei andere Curven nehmen, die eine beliebige Lage 
zu einander haben, und dieselben auf ein entsprechendes Coordinalen-Sjstem beziehen: also 
ändert sich auch nichts in den obigen Beziehungen der vier Beriibrungs-Puncte zu einander. 
Diese Art zu scbliefscn fllcfst aus demselben allgemeinen Princip, ans welchem auch die Be- 
deutung und der Gebrauch der verschiedenen Vorzeichen hervorgeht (4), 'Und nach wckbem 
die analj-lische Bebandlung der Geometrie eiaen unschiitzbaren Vorzug vor jeder andern, 
mid namentlich, was die Theorie der Linien zweiter Ordnung anbelangt, vor der Projec- 
tlons-Melhode behauptet. 

Es ist leicht ersichtücb , dafs die beiden 'äüfseren, so wie die beiden Inneren Tangen- 
ten, durch eine Glclciiung des zwelien Grades, in welcher als Constanlen einzig die Gnn- 
satiicu der beiden Curven vorkommen, gegeben sind. Es hängt aber von den Werihen 
dieser Constanten , also von der JMaEur uod der gegenselligen Lage der beiden Curven ab, 
ob diese Gleichung ein wirkliches Linien - System oder einen Punct ausdruckt. Im Ictzlern 
Falle lüfst offenbar diese Gleichung eines Bundes sieb mit der Gleichung jeder der beiden 
Curven zu einer Gleichung von der Form; (jH-Jfx+ff)^ = o verbinden; und somit ist direct 
bewiesen, was aus dem Salze der vorstehenden Nummer durch Ümkehrung folgt, dafs der 
Salz der 381. Nummer (so wie der vorhergehenden) sich auch auf die in Rede (stehen- 
den Burchschnittc imaginärer Tangenten, z. B, auf den Buaet a der kZ. t'igur bezieht. 
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390. Wir wollen cia viertes Sclicma entwickeln. Seyen 

A = o, A' = o, A" = 0, (.) 

die Glcichiingen irgend dreier gegebenen Linien zweiler Ordnung; slsdann slcllen, wenn 
f(' und ,«" irgend zwei iinbestlrdiuLe Coefficienfen bedeuten, die Gleichungen: 

A"4-((A = 0, , . 

A"+^t'A' = 0, 
die wir, der Kürze wegen, durch: 

B = o, B' = o, (3) 

bezeichnen, irgend zwei neue Linien zweiler Ordnung dar, die durch die Durchschnitte 
der ersten und dritten nnd der zweiten und dritten gegebenen Curve gehen. Wenn wir 
die beiden Gleichungen (2) von einander abziehen, so erhalten wir: 

^A— fi'A' = B-B' = : (4) 

die Gleichung einer Linie zweiter Ordnung, welche einerseits durch die Durchs chnilte der 
beiden Curven: A = o nnd A' = o, andrerseits durch die Durchschnitte der beiden Cnr- 
ven: B = und B' = 0, geht. Hiernach ergibt sich folgender allgemeine Satz; 

Die (j-eellen oder imaginilreii) Hurchschniite irgend ziveier gegebenen Linsen zwei- 
ter Ordnung, so me die {reellen oder imaginären) Durchschnitte irgend ziveier anderen 
Linien derselben Ordnung, welche sich durch die Durchschnitte Jener beiden gegebenen 
mit einer beliebigen dritten legen lassen , befinden sich auf dem Umfange ein und der- 
selben neuen Linie zweiter Ordnung, 

351. Folgendos fünfte Schema ist mit dem Schema der vorigen Nummer verwandt, 
nnd führt zu denselben geometrischen Conslruclionen. Bei der bisherigen Bezeichnung ist: 

A+/t'A'+|tt"A" =s o, (5) 

die Gleichung einer Linie zweiler Ordnung. Diese Gleichung wird hefriedigf, wenn wir 
zugleich 

A-H/('A' = o, und A" = 0, 

AV'A" - o, „ A' - o, ^^ 

setzen. Die beiden Paare durch diese letzten Gleichungen dargestellter Linien zweiter 
Ordnung schneiden sich also auf der durch die Gleichung (l) dargestellten. Also: 

Wenn irgend drei Linien zweiler Ordnung gegeben sind, so wird jede der beiden 
ersieren von einer beliebigen Linie derselben Ordnung, die durch die (reellen oder ima- 
ginären) Durchschnitte der anderen derselben mit der gegebenen dritten geht, so ge- 
schnitten, daß die beidesmaligen der {reellen oder imaginären) Durchschnitte auf dem 
Umfange ein und derselben neuen Linie zweiter Ordnung liegen. 

392. Die Schemata der letzten beulen Nummern gestatten eine ausführliche Discus- j-j^ ., 
slon: wir begnügen uns hier damit, einige Einzelnheiten hervorzuheben. 

Wir wollen zuerst annehmen, dafs die gegebenen Linien zweiter Ordnung, so wie 
auch die durch die Durchschnitlc derselben gelegten, Systeme von zwei geraden Linien 
seyen. DemgcmUfs seyen in der kk- Figur Ä'B'GD', ABCD und ELFM die drei durch 
A" =0, A' = o und A = o, und hiernach EHFG und IMKL die beiden durch 
A+^'A' = o und A+iit'A" = o dargestellten Linien awcifcr Ordnung. Alsdann erhalten 
wir, nach der vorigen Nummer, die acht Puncto A', B', C, D', A, ß? G und D, die 
auf ein und derselben Linie zweiter Ordnung liegen« 

34 



y Google 



'lijß Zur Tkeoiie 

Dieselben acht Pimcle erhalten wir nach der 390. Nummer, wenn wir die Linien -Sy- 
steme ABCD, AMBL und ELFM durcli A = 0, Ä' = o und A" = und Liernach 
ED'FC und A'B'C'D' anrch B = o und B' = darstellen *). 



*) Zu demselben ResuKate kommen wir auch auf folgendem Wege. Seyen: 
U = o, ü' = o, 
die Gleichungen zweier gegebenen Linien vierter Ordnung. Alsdann stellt : 

V+fiV = o, 
die aligemeine Gleichung aller Linien dersclbeit Ordnung dar, die durch die 16 Durch- 
sclinilte der beiden gegebenen gehen. Wenn der erste Theil der letzten Gleichung, bei ge- 
höriger Besllmmung des uiibestimmlen Cocfiicieuten ft, einen Factor des zweiten Grades 
liat, so isf der übrige Factor, im Allgemeinen, von demselben Grade. Wenn also S der 
16 Durchschnitte der beiden gegebenen Curven auf einer Linie zweiter Ordnung liegen, so 
liegen die übrigen ß auf einer andern Linie derselben Ordnung. In der 44. Figur sejen 
die beiden gegebenen Linien vierter Ordnung die beiden Systeme von vier geraden Linien 
AB, CD, A'B', CD' und EH, FG, IW, KL; die 8 Durchschnitte E, F, G, H, I, K, L 
und M liegen auf dem Systeme zweier geraden Linien EL , FM , und mitbin auch die 8 
übrigen A, B, C, D, A', B', C und D' auf ein und derselben Linie zweiter Ordnung. 

Der Analogie wegen wollen wir noch die Gleichungen zweier gegebenen Linien dritter 
Ordaung : 

V = o, V = o, 
zu der allgemeine^! Gleichung aller Linien derselben Ordnung, welche durch die Durch- 
schnitte der beiden gegebenen geheu : 

Y+nY = o, 
Ycrbinden. Wenn der erste Theil dieser Gleichung, bei einer schicklieben Annahme von 
[t, einen Factor vom ersten Grade bat, so ist der andere FacEoi^ im AHgemetnen, vom 
aweiten Grade. Wenn also 3 der 9 Durciiächuitte der beiden gegebenen Curven in gerader 
Linie liegen, so hegen die übrigen 6 auf einer Linie zweiter Ordnung, und umgekehrt, wenn 
6 der 9 Durchschnitte auf einer Linie zweiter Ordnung liegen, so liegen die übrigen drei in 
gerader Linie. 

Der erste Thetl dieses Satzes gibt eine neue Gonsfruclion einer Linie zweiler Ord- 
nung, die durch fünf gegebene Pnncle geht. Es sej nemllch (indem wir uns die Figur in 
Gedanken hinzulhan) BMAM irgend ein Viereck, AB eine Diagonale desselben, und auf die- 
ser Diagonalen D ein beliebiger Puuct, durch welchen irgend zwei gerade Linien gehen, 
von denen eine, M"M"', zweien gegenüberliegenden Seiten des Vierecks, AM und BM", in 
M" und M'" begegnet, und die andere, M^M__^, den beiden andern gegenüberliegenden Sei- 
ten,. AM' und BM,, in M^, und M^,,. Alsdann köuuen wir die beiden Linien -Systeme AM, 
M,M^^^, Bl'B und AM', M"M"', MB für jene gegebenen Linien dritter Ordnung nehmen, die 
sich in neun Puncten, A, D, B, ftl,,, M', M'", M^__, M ond M" , schneiden, von welclien 
die drei erstgenannten in gerader Linie und die sechs übrigen auf einer Linie zweiter Ord- 
nung liegen. Wenn nun M'", M, M", M^, und M' fünf gegebene Puncte sind, so ziehe 
man M,,M, MM", M,,M' und beliebig durch M" die gerade Linie M'B. Alsdann ist das 
Viereck BM'AM vollständig bestimmt, mithin auch die Diagonale AB, der Durcbschnitt D 
derselben mit der geraden Linie, die M^ imd M,^ verbindet, und endlich M"D, von welcher 
M'B in M'", einem sechsten Puncte der durch M"', M, M", M__ und M' gehenden Linie 
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393, Nach der vorigen Nummer ergibt sich eine hübsche Arl, eine Linie zweiter Ont- Fig. h^[i. 
nang zu hestimmen, wenn irgend fünf Pnncte derselben gegehcn sind. Diese Punclc 
aeyen A, B, C, D mid A', Dnrcli vier dieser Puncte, etwa clnrch die vier ersten, lege 
man zwei Linien -Systeme, etwa ABCD und AMBL, dnrch den fünften Punct A' ziehe 
man nach beliebiger Fiiehlung zwei gerade Linien, AT, welche dem ersten jener Systeme 
in G und F, nndA'B', welche dem zweiLen Systeme in I und K begegnen. Man Ycrbinde 
G und I, F und K durch zwei gerade Linien Gl und FK, die den beiden Linien - Syste- 
men ABCD und AMBL aufser in G und F, I und K noch in den Puncten E und H, L 
und M begegnen, und verbinde auch diese beiden Paare von Puncten durch die geraden 
Linien EH und LM. Alsdann schneiden die beiden Linien-Systeme ATEH und Ä'B'LM 
sich in vier Puncten A', B', C und D' der zu bestimmenden Linie zweiter Ordnung. 
Wir erhalten also auf diese Weise zu gleicher Zeit drei nene Puncte derselben. 

Wir hätten dieselben drei Puncte B', C und D' gefunden, wenn wir in der eben an- 
gezeigten Construciion, statt die Puncte G und I, F und K durch zwei gerade Linien zu 
verbinden, IF und GK gezogen hatten. 

W^cnn wir durch den fünften gegebenen Punct A', statt A'F und A'B', zwei solche 
gerade Linien legen, die zweien anderen, von denen jede durch irgend zwei der vier er- 
sten gegebenen Puncte gebt, parallel sind, so erhalten wir, nach der eben angezeigten 
Construction, zwei Paar paralleler Chorden der zu bestimmenden Linie zweiter Ordnung, 
und hiernacli sogleich den Miltelpunct derselben. 

394. In der i(5. Figur sind DABC und D'A'B'C zwei gegebene, sich nicht schnei- Fig. ii5. 
dcnde, Curven und ABCD ist ein System zweier geraden Linien, das den beiden Cnrvcn 
in den Pnncfen A, B, C, D und A', B', C, D' begegnet. Durch diese Durchschiiitts- 
Puncte sind zwei neue Linien -Systeme ACBD und A'C'D'B' gelegt; diese schneiden sich 



zweiter Ordnungj geschnitten ivlrü. Es ist leiclif, diese Curve durch eine sietige Bewegung 
des Punctes M' zu beschreiheu. Bei dieser Gelegeniieit begegnen wir folgendem Salze: der 
Ort für die dritten WinJtei-Ptincle (M'"J aller Dreiecke, deren drei Seiten durch irgend 
drei feste Puncte (M", M', A) gehen, und deren zwei erste Winltel - Puncle (D, B) auf ir- 
gend zweien festen geraden Linien (M^^M^^, MM^^_) forlrüclen , ist eine Linie zweiter Ord- 
nung, die durch fünf, als gegeben zu beli-aclitendc, Puncte gebt. 

Der zweite Thell des obigen Salzes gibt unmittelbar den Satz vom eingeschriebenen 
-Sechseck (292). Hiervon überzeugt uns ein Blick auf die IT. Figur, wenn wir wieder, wie 
vorhin, die beiden Linien-Systeme AM, >I„M,,,, M'ß und AM', M"M"', MB für die beiden 
Linien dritter Ordnung nehmen. 

Endlich erhalten wir auch auf dci Stelle die Sätze der "il. — 8t. Nummern, Deiiiin 
denken wir uns in der 30. Figur der 2. lafel das von. den geraden Linien Ä'A, A'A", B,'B 
und B'B" hestimmte Viereck ausgeiuhrl, so schneiden sieb AB und A"B" auf derjenigen Dia- 
gonalen dieses Vierecks, die durch die buden Winkel -Puncte A' und B' geht; und a!so lie- 
gen nach dem ersten fUeiie des obigen Satzes die beiden übrigen Winkel - Puncie des 
Vierecks (die Durehscbnitte \on AA und B'B", A'A" und B'B) und die vier Puncte A, E, 
A und B" auf derselben Linie zweiter Ordnung, und mitbin nach dem zweiten Thelle 
jenes Satzes, indem wir die beiden Linien -Systeme SB", S'A, S"ß' und SA', S'B", S"A für 
die beiden Linien dritter Ordnung nehmeuj die drei Puncte S, S' und S" in gerader Linie. 
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in den vier Piinclon «, ß, ■/ imd S, welche C-ff)!) alle vier auf einer Linie zwcilor Ord- 
nung liegen, die mit den beiden gegebenen Cnrven dasselbe Cliordal- System hat. Hier- 
nach können wir folgende Aufgabe auflösen : 

Eine Linie ziveiier Ordnung zu beschreiben, die durch die imaginären Durchscftnille 
Zireier gegebenen und überdiefs durch einen gegebenen Punct gehl. 

Sey a der gegebene Piinct; durch denselben ziehe man nach beliebiger Richtung siwei 
gerade Linien, von welchen eine, AC, der einen Ciirve in A and C, die andere, A'C, der 
andern Curve in A' und C begegne. Man ziehe ferner AA', welche die beiden Cnrven 
zum zweiten Male in B und B', so wie CC , welche dieselben zum zweiten Male in D 
und D' schneide, und endlich BD nnd B'D'. Alsdann schneiden die beiden geraden Li- 
nien AC und BD die beiden geraden Linien A'C und B'D', aufscr in «, noch in drei 
neuen Puncten ß, y und S der zu construirenden Curve, 

Statt einer der beiden gegebenen Curven kann auch das Chordal-System derselben 
gegeben seyn. Wenn die eine Chordalc als-''" i,n der Curve begegnet, die andere nicht, 
so ergibt sich eine der vorstehenden ganz entsprechende Constiuclion einer Linie zweiter 
Ordnung, die durch drei gegebene Puncto nnd zugleich durch die beiden imaginären 
Durchschnitle einer gegebenen Linie zweiter Ordnung und einer, derselben nicht begeg- 
nenden, geraden Linie geht. 

395. Wenn eine Curve und auf dem Umfange derselben zwei Pnncte gegeben sind, 
so können wir durch diese beiden Punctc eine gerade Linie und in einem derselben eine 
Tangente an die gegebene Curve legen, und alsdann eine Curve construiren, welche 
durch irgend einen gegebenen Punct <r. geht, und übcrdicfs mit der gegebenen Curve jene 
gerade Linie und jene Tangente zum Cbordal-Systeme hat, oder, mit anderen Worten, 
dieselbe in einem der beiden auf ihrem Umfange liegenden Puncten osculirt, in dem an- 
dern schneidet. Diese Construction können wir geradezu in der, in der vorigen Nummer 
angezeigten, lesen, wenn wir nur an die Stelle einer der beiden Curven, DABC und 
D'A'B'C, das eben bezeichnete Chordal-System setzen; und wir können zugleich, ähnlich 
wie in der 393. Nummer, die Richtung der durch a zu ziehenden geraden Linien so be- 
stimmen, dafs wir den Mltlelpunct der gesuchten Curve auf der Stelle erhalten. 
Fig. 29. Wenn der Osculalions-Punct und der Durchschnitts-Punct sich in einen Osculations- 

Punct der höchsten Ordnung vereinigen, so besteht das Chordal-System aus zwei, in die 
gemeinschaflllche Tangente zusammenfallenden, geraden Linien; alsdann erhalten wie 
nach der in Rede stehenden Construction nnmillelbar nur einen einzigen neuen Punct der 
YCrlangten Curve- 

Sey ncmllch die äufsere der beiden Curven der 29. Fignr die gegebene, die im Puncle 
O von einer durch a gehenden Curve vierpunctig osculirt werden soll. Man ziehe durch 
« die, übrigens beliebige, gerade Linie AC, die der Curve in Ä und C, und SN, die der 
Tangente OS In S (in welchen Punct nach der vorigen Bezeichnung die vier Puncte A', 
B', C und D' zusammenfallen) begegne; ziehe ferner SA und SC, welche die Curve zum 
zweiten Male in B und D schneiden, und endhch BD, von welcher SiN (A'C) in einem 
neuen Punctc, y, der gesuchten Curve geschnitten wird. 

Man überzeugt sich leicht, dafs die früher gegebenen Construction cn der beiden Auf- 
gaben dieser Nummer aus den vorstehenden Constructionen als besondere l^'ällc sich fü- 
geben [355, 356, 360}. 
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396. Wenn der in der Aufgabe der 394. Niimmpr gegebene Punct u einer der Leiden Fi^. 
Chordal-Pnncle (oder überhaupt der Miltelpunct eines Cbordal- Systems) der beiden ge- 
gebenen Corven ist, so fallen die yierPnncte a , ß, y und S in einen einzigen zusammen, 

A. b. AC, A'C, BD und B'D' schneiden skh in ein und demselbiin Puncte. 

In der 4Ö. Figur Ist durch O, einen Chordal-Punct der bi;iden Curven, AC, die der *'^- 
einen Curve in Ä und C, und OA', die der andern Curve in A' und C begegnet, gezogen. 
AA', CC (AC und A'C) begegnen den beiden Curven zam zveltcn Male in B und B', D 
und D' (R und E', F und F). BD, B'D' (EF und E'F') gehen, so wie AC und A'C/, 
dar eil O. 

397, Wenn die in der 390. Nummer durch A = o und A' = o bezeichneten Curven 
zwei ähnliche und ähnlich liegende sind, so stellt die Gleichung B— B' = o eine dritte 
ähnliche und ähnlich Hegeni3e Carve dar, von we'oier wir, neben den beiden Durch- 
schnitten der beiden erstgenannten Curven, voc'a die vier Durchschnitte der beiden durch 
B = o und li' = o dargestellten Curven erhalten. Hiernach können wir, ähnlich wie in 
den Constructioncn der vorigen Nunimern, eine Hyperbel bestimmen, wenn die Püchtung 
ihrer Asymptoten und iiberdiefs drei Puncte derselben gegeben sind. Wir brauchen nem- 
lich zu diesem Ende für die durch A = und A' = o dargestellten Curven nur zwei 
solche Systeme zweier, den Asj'mploten parallelen, geraden Linien zu nehmen, die sich 
in irgend zweien der drei gegebenen Pnncte schneiden. 



393. Wenn, indem wir wieder zu dem Schema Öer 390. Nummer zurückgehen, ir- 
gend drei jener achb Pnncle, die auf dem Umfange der durch E — B' = o dargestellten 
Linie zweiter Ordnung sich befinden, in gerader Ijinle liegen, so liegen nothwendig alle 
acht Puncte auf zweien geraden Linien verlbcilt. 

W^enn die beiden Gleichungen B = o und B' = o zwei Linien -Systeme bezeichnen, 
die denselben Mtttelpunct haben, so stellt offenbar jede Gleichung des zweiten Grades, 
die wir durch Yerbindung derselben erhalten, ein neues Linien-System dar, das ebenfalls 
denselben Mittelpimct bat, oder einen blofsen Punct, jenen Mittelpunct selbst- Diefs ist 
auf der Stelle ersichtlich; denn es sey, indem wir den Aufangs-Punct gehörig bestimmcns 
y^-I-2Mxy-l-|?x' = 5'B = o, 
y'H-Sct'xy+i^x' == i-'B' =. 0, 
alsdann stellt, wenn /i einen unbestimmten Coefficienten hedeatet: 

offenbar ein neues System zweier sich im Anfangs -Puncte schneidenden, geraden Linien 
dar. Auf einem solchen Systeme: B— B' = o, schneiden sich, nach der 390. Nummer, 
die beiden Curven: A — und A' = o, oder, mit anderen Worten, die Durchschnitte 
dieser beiden Curven liegen, paarweise genommen, mit demjenigen Puncte, in welchem 
die vier geraden Linien der beiden Systeme: B = o und B' = o, sich schneiden, in ge- 
rader Linie. Wenn die beiden Curven sich wirklich schneiden, so bezeichnet B— B' = o 
ein System zweier reellen geraden Linien. 

In der kl- Figur entspreche die Curve der Gleichung: A" == o , die beiden Linien- Fig, 4?- 
Systcme ABCD m\<X ACBD den Gleichungen: A = o uad A' = o. Diese Linien-Sy- 
steme schneiden die Curven in den Puncten F, G, K und L; E, H, I und M so, dafs 
FK und GL , EI und HM alle vier durch den Punct S gehen : alsdann gehen durch den- 
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solljüii Punct aucli die beiden goradpn Linien AD und BC, welche die Durclischniltc der 
beiden Linien- Systeme, paarweise genommen, mit einander verbinden. 

Oei- Pimct S kann ;owolil aj.ifscrhalb als auch innerhalb der gegebenen Curve faüen. 
Die vier Paare von Pnncten F nnd G, H und I, K und L, M nnd E können alle oder 
znni Tbeit sieb zu Berührungs -Pnncten vereinigen; hiernach erhalten wir, als besondern 
Fall, den Nowtonschen Satz vom umschriebenen Yiereck. Statt der beiden Linien- 
Systeme ABCD nnd ACBlJ können wir irgend zwei andere Ciirven nehmen, welche 
durch die Pnnctc F, G, K, L und H, I, M, E gehen. Hiernach erhalten wir folgenden 
Satz, von welchem derjenige, welcher dem Schema der 38A. Nummer entspricht, nur ein 
besonderer Fall ist: 

Wenn eine Linie zweiter Ordnung von zweien anderen so geschnitten mrd, daß 
durch die beide smaligen vier Durchschnitte sich ztvei Paar gerader Linien legen las- 
sen, die sich in demselben Punde schneiden, so gehen durch diesen Diirchschnilts- 
Punct auch ztvei zusammengehörige Choid-'.len der beiden letztgenannten Linien zweiter 
Ordnung, 

Wir brechen hier die Entwicklungen dieses ersten Bandes ab. 
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i 


1 11 v.o. 


stau Hesß. 


« 13 v.u. 


fohlt ein Mceiit. 


le 14 V. o. 


statt y = ^, y zs /k == — /x, 1. y — «, y = x'x — — üs,. 


„ 16 « „ 


„ A+A = 1. y.-\-x == 0. 


2« n „ » 


„ +l/t' 1. H-/i'. 


29 1 v.u. 


„ tai 


g- i. tanga. 


31 8 v.o. 


fehlt eil 


Icceni. 


34 2 v.u. 


steht de 


r iuchstabe a zuviel. 


3a 19 v.o. 


fefilt ein 


.ccent. 


,. 21! „ „ 


steht eiu 


wiefachcr Acceiit sialt eines einfachen. 


39 10 V. u. 


fehlt ein 


l ccent 


40 1« V. 0. 


desgleichen. 


42 2 „ „ 


statt IIB 


' I. BB'. 


45 19 „ „ 


ist ausgeljassen : y =. 


„ 9 v.u. 


steht ur 


a au der unrichtigen Stelle. 


5 „ » 


statt y 




49 18 „ „ 


Man st 


rtiihe die Benennnng „CbordaJpunct zweier Kreise", die ü 
fflnem Rlifsvetstandnifs fuhren kountc. 


„ 13 „ „ 


B^ m«Z 


innerhalb der Klammet stc-hen. 


5-7 4 „ „ 


statt (? 


1. ß^. 


61 15 „ „ 


fehlt d 


r Exponent 2. 


63 1 „ „ 


statt P 


incte 1. Pole. 


64 11 V. 


steht d 


s Wort darstellen einmal zuviel. 


■55 5 V. u 


fehlt d 


r Theilungsstrich des Bruches. 


90 3 „ „ 


fehie.1 


n dem ersten Theile der Gleichunar die beiden Exponenten 


91 3 „ „ 


St. deil \. die. 


96 24 V. 


St. Chtrdalc I. Chordalen. 


106 6 „ „ 


St. ers^iht 1. ergäbe. 


„ 5 T. u 


fehlt elu Accent. 


109 Ifl „ „ 


nach 


ein Worteherühren Ist ausgeUsseni bekannt sind. 


128 16 „ „ 


St. Äl 


fforderuue h Umformung. 


135 2 » » 


St. o: 


1- C1)- 


136 3 V. 


St. A 


ymtoten 1. Asymptoten. 


„ 15 V. u 


müssi 


die Worte und hiernach zwei Zeilen tiefer Stehen. 


„ 10 „ „ 


St. U 


'•^'*-'^-. , „ 


141 2 „ „ 


St. dl) 


usion de IVijuafion i. discussion de I eqnation. 


146 22 V. o 


mufc 


er Wenner des Bruches zum Quadrat erhotien werden. 


» 25 „ „ 


St. 14 


1. 246. 


156 15 V. n 


St. >;= 


. W 


,, 11 ). » 


St. ^^ 


1. K^h. 


159 9 „ « 


St. l-Ä 1. 271. 


160 18 V. 


St. ti/leicung 1. Gleiclinng. 


„ 20 „ , 


St. pi 1. py. 


165 16 „ „ 


St. (Jy -xyy I. fsy'-xV)^. 


169 15 „ „ 


St. ab 


iehtl. abziehn. 


„ 21 „ „ 


St. <n 


— l)piinctig 1. mpunctig; st. (m — l)- 1. ta.{ta~2). 


» 82 „ „ 


St. {in 


— IJpunctig i. nipnnctig. 


„ 34 » " 


St. (n 


— 2)pnnc(ig 1. (m — l}punctig. 


118 15 „ , 


steh i 


u Anfang der Gleichune ein x zuviel. 


185 18 V. u 


St. I e 


rmututfonenh Permulationen. 


228 12 „ „ 


St. 1 a 


1. haben. 
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